
虚時間法～ディラック場～

ディラック場を使った場合での分配関数の表現を求めます。ディラック場でもクライン・ゴルドン場と同じように

exp内の時間を虚時間に持っていくだけで定式化されます。また、明確には書きませんが ψ,ψ†はスピノール成分

を持つということに注意してください。

最初にディラック場での伝播関数を導きます。ゼロ温度でのディラック方程式は

(iγ0
∂

∂t
+ iγ · ∇ −m)ψ = 0

これから

(−γ0
∂

∂τ
+ iγ · ∇ −m)ψ(x) = 0

このような有限温度でのディラック方程式に移します。ここからゼロ温度と同じように考えて、ディラック場での

2点相関関数 (伝播関数)SF が

(i∂/−m)SF (x− y) = iδ4(x− y)

このようにして求まるとすれば、有限温度での 2点相関関数 SF はクライン・ゴルドン場と同じように

(−γ0
∂

∂τ
+ iγ · ∇ −m)SF (τ,x) = −δ(τ)δ3(x)

そして、2点相関関数のフーリエ変換

SF (τ,x) =
1

β

∑
n

∫
d3p

(2π)3
e−iωnτ+ip·xSF (ωn,p)

の両辺に対してディラック方程式の演算子を作用させることで

−δ(τ)δ3(x) =
1

β

∑
n

∫
d3p

(2π)3
(−γ0

∂

∂τ
+ iγ · ∇ −m)e−iωnτ+ip·xSF (ωn,p)

=
1

β

∑
n

∫
d3p

(2π)3
(iωnγ0 − γ · p−m)SF (ωn,p)e

−iωnτ+ipx

というわけで、有限温度での 2点相関関数は

SF (ωn,p) =
−1

iωnγ0 − γ · p−m

また、松原振動数 ωn はフェルミオンなので、(2n+ 1)π/β です。

ディラック場を扱う時の注意として、ガンマ行列はミンコフスキー空間での代数を用いているということです

(γµγν + γνγµ = 2gµν)。ここが少し捻られた状況になっていて、運動量の時間成分はウィック回転させられたもの



になっているのに対して、ガンマ行列は変更されずに残されています。そのために、クライン・ゴルドン場のとき

と違って、この段階ではユークリッド空間での 2点相関関数と対応していません (ガンマ行列もユークリッド空間

へ接続する必要がある)。しかし、これは運動量の時間成分を p0 = iωn だと思ってしまえば、ミンコフスキー空

間での 4次元運動量と同じになっているために、ミンコフスキー空間での内積計算になっています。なので、結

局はただのミンコフスキー空間での内積計算をした後に p0を iωnに直せばいいだけという分かりやすい構造には

なっています。

これが面倒だと思うなら、ガンマ行列も回転させて完全にユークリッド空間に持っていき、ユークリッド空間で

の 2点相関関数にしてしまえばいいです。そうすることで内積計算が全部ユークリッド空間での計算になります

(計算した後にミンコフスキー空間に戻せばいい)。

ここからは分配関数を求めていきます。ゼロ温度でのディラック場に対する経路積分は

∫
DψDψ exp

[
i

∫
d4x

(
ψ(x)(iγ0

∂

∂t
+ iγ · ∇ −m)ψ(x)

)]

これを虚時間に持っていけば

Z =

∫
DψDψ exp

[∫ β

0

dτ

∫
d3x

(
ψ(x)(−γ0

∂

∂τ
+ iγ · ∇ −m)ψ(x)

)]

=

∫
DψDψ exp[S]

となります (ψ,ψは反周期性を持っています)。グラスマン数による代数や場の反交換関係なんかはゼロ温度と同

じものです。

フェルミオンでは電荷の保存があるように、粒子数は重要になっているので、化学ポテンシャル µを µ ̸= 0にし

ます。化学ポテンシャル µがあるときの分配関数 (大分配関数)は、Qを粒子数演算子だとすれば

Z = tre−β(H−µQ)

これを組み込んでいくんですが、クライン・ゴルドン場で行うとすれば、H → H− µN (N は粒子数密度 )と置き

換えることで

Z =

∫
Dϕ

∫
Dπ exp

[∫ β

0

dτ

∫
d3x

(
iπ
∂ϕ

∂τ
−H(π, ϕ) + µN

)]

このような大分配関数になります。これは時間発展演算子としてハミルトニアンH の代わりに、H − µQを使っ

たようなものです。ここでのN は粒子数密度演算子であり、ネーターカレント Jµの 0成分に対応しています。複

素スカラー場なら (場の量子論の「クライン・ゴルドン場～複素スカラー場～」参照)

Q =

∫
d3xJ0 =

∫
d3x iα

(
ϕ(x)π(x)− ϕ†(x)π†(x)

)
(
Q =

∫
d3xN

)
Qはハミルトニアンと交換する ([Q,H] = 0)保存量で、αは定数です。密度あり複素スカラー場の場合は「ボー

ズ・アインシュタイン凝縮」を見てください。



ディラック場での Qは

Q =

∫
d3xψ†ψ

となっています (場の量子論の「ディラック場」参照)。これがディラック場のハミルトニアン密度にH− µN と
入ってきても、経路積分の定式化の流れに影響を与えないことが分かると思います。なので、ディラック場での分

配関数 Z は、化学ポテンシャルを µとして (γ0γ0 = 1)

Z =

∫
DψDψ exp

[∫ β

0

dτ

∫
d3x

(
ψ(x)(−γ0

∂

∂τ
+ iγ · ∇ −m+ γ0µ)ψ(x)

)]

ここから logZ を求めていきます。分配関数 Z はグラスマン数における関係

∫
DαDα exp [−αAα] = detA

を適用することで、クライン・ゴルドン場の時と同じように計算できます。logZ は演算子部分をDとすれば

logZ = log det(−D) = tr log(−D) (D = (iωn + µ)γ0 − γ · p−m)

このトレースはクライン・ゴルドン場のときと違い、ガンマ行列 (スピノール成分)に対しても行うようになって

います。固有値へのトレースを取った形にもって行けば

logZ =
∑
n

∑
p

tr log(−(iωn + µ)γ0 + γ · p+m)

ここでのトレースはガンマ行列に対してです。ガンマ行列に効いているトレースを計算するために、行列計算を

する必要があります (もしくは場の量子論での「南部・Jona-Lasinioモデル」の補足で示した方法)。そのために、

logを展開します

log[−γ0(iωn + µ) + γ · p+m] = logm+ log[1 +
−γ0(iωn + µ) + γ · p

m
]

= logm+
−γ0(iωn + µ) + γ · p

m
− 1

2

(−γ0(iωn + µ) + γ · p)2

m2

+
1

3

(−γ0(iωn + µ) + γ · p)3

m3
− 1

4

(−γ0(iωn + µ) + γ · p)4

m4
+ · · ·

logm項は無視します。ガンマ行列のトレースは、ガンマ行列が奇数個ある時と γ0γはトレースを取れば消えるの

で（tr[a/b/] = 4a · bにおいて、a = (1, 0, 0, 0), b = (0,1)とした場合に対応）



trtr[−1

2

(−γ0(iωn + µ) + γ · p)2

m2
− 1

4

(−γ0(iωn + µ) + γ · p)4

m4
− 1

6

(−γ0(iωn + µ) + γ · p)6

m6
− · · · ]

= tr[−1

2

(iωn + µ)2 − p2

m2
− 1

4

((iωn + µ)2 − p2)2

m4
− 1

6

((iωn + µ)2 − p2)3

m6
− · · · ]

= −2
−(ωn − iµ)2 − p2

m2
− (−(ωn − iµ)2 − p2)2

m4
− 2

3

(−(ωn − iµ)2 − p2)3

m6
· · ·

= 2
(ωn − iµ)2 + p2

m2
− ((ωn − iµ)2 + p2)2

m4
+

2

3

((ωn − iµ)2 + p2)3

m6
· · ·

= 2(
(ωn − iµ)2 + p2

m2
− 1

2

((ωn − iµ)2 + p2)2

m4
+

1

3

((ωn − iµ)2 + p2)3

m6
· · · )

= 2 log(1 +
(ωn − iµ)2 + p2

m2
)

= 2 log[(ωn − iµ)2 + p2 +m2]

途中で (添え字 i, j は 1 ∼ 3)

(γ · p)2 = (−γipi)2 = pipjγ
iγj = −δijpipj = −p2 (γiγj + γjγi = −2δij)

を使っています。よって logZ は

logZ = 2
∑
n

∑
p

log[(ωn − iµ)2 + p2 +m2] = 2
∑
n

∑
p

log[(ωn − iµ)2 + ω2
p]

これを変形してみると

logZ = 2
∑
n

∑
p

log[(ωn − iµ)2 + ω2
p]

= 2
−1∑

n=−∞

∑
p

log[(ωn − iµ)2 + ω2
p] + 2

∞∑
n=0

∑
p

log[(ωn − iµ)2 + ω2
p]

= 2
∞∑

n=0

∑
p

log[(−ωn − iµ)2 + ω2
p] + 2

∞∑
n=0

∑
p

log[(ωn − iµ)2 + ω2
p]

= 2

∞∑
n=0

∑
p

log[(ωn + iµ)2 + ω2
p] + 2

∞∑
n=0

∑
p

log[(ωn − iµ)2 + ω2
p]

(ω−2 = −2πT
3

2
, ω−1 = −2πT

1

2
, ω0 = 2πT

1

2
, ω1 = 2πT

3

2
)

これの第一項と第二項は複素共役になっているので、虚部は消えて実数部分だけが残ります。細かいことを言う

と、有限の和の範囲だとしたとき、ωn = −ω−n−1となっているために、虚部が消えるには和の下限と上限を 1ず

らす必要があります (例えば−10 ∼ 9)。しかし、和が無限大で収束してくれているなら和の端での 1の差は無視で

きるので、虚部は消えてくれているとみなせます。というわけで、複素数 zでの log z = log |z|+ i arg (z = a+ ib

で argは aと bの偏角 )を使って変形させると、偏角の項は消えて



logZ = 2
∑
n

∑
p

log[(ωn − iµ)2 + ω2
p]

=
∑
n

∑
p

log[ω2
n − µ2 + ω2

p − 2iωnµ]
2

=
∑
n

∑
p

log[(ω2
n − µ2 + ω2

p)
2 + 4ω2

nµ
2]

=
∑
n

∑
p

log[(ω2
n + (ωp + µ)(ωp − µ))2 + 4ω2

nµ
2]

=
∑
n

∑
p

log[ω4
n + (ωp + µ)2(ωp − µ)2 + 2ω2

n(ω
2
p − µ2) + 4ω2

nµ
2]

=
∑
n

∑
p

log[ω4
n + (ωp + µ)2(ωp − µ)2 + 2ω2

n(ω
2
p + µ2)]

=
∑
n

∑
p

log[(ω2
n + (ωp + µ)2)(ω2

n + (ωp − µ)2)]

=
∑
n

∑
p

log[ω2
n + (ωp − µ)2] +

∑
n

∑
p

log[ω2
n + (ωp + µ)2]

nに対する和を求めるために、クライン・ゴルドン場の時と同じように

log(ω2
n + (ωp ± µ)2) =

∫ (ωp±µ)2

1/β2

da2
1

ω2
n + a2

+ log(ω2
n +

1

β2
) (1)

と置き換えることで (ωn = (2n+ 1)π/β)

∑
n

[ ∫ (ωp±µ)2

1/β2

da2
1

ω2
n + a2

+ log(ω2
n +

1

β2
)
]

=
∑
n

[ ∫ (ωp±µ)2

1/β2

da2
1

(2n+1)2π2

β2 + a2
+ log(

(2n+ 1)2π2

β2
+

1

β2
)
]

=
∑
n

[ ∫ (ωp±µ)2

1/β2

da2
β2

(2n+ 1)2π2 + a2β2
+ log(

(2n+ 1)2π2

β2
+

1

β2
)
]

=
∑
n

∫ (ωp±µ)2

1/β2

da2
β2(

(2n+ 1)π + iaβ
)(
(2n+ 1)π − iaβ

) +
∑
n

log
( (2n+ 1)2π2

β2
+

1

β2

)

クライン・ゴルドン場と同じように (1)の第二項は最終的には寄与しないと考えて、無視します。第一項に対して

は和の公式

∞∑
n=−∞

=
1

(n− x)(n− y)
= π

cotπx− cotπy

y − x

を使うことで



β2
∑
n

1

((2n+ 1)π + iaβ)((2n+ 1)π − iaβ)
=

∑
n

β2

4π2

1

(n− (− 1
2 − iaβ

2π ))(n− (− 1
2 + iaβ

2π )

=
β2

4π

cotπ(− 1
2 − iaβ

2π )− cotπ(− 1
2 + iaβ

2π )
iaβ
π

=
β2

4π

cot(−π
2 − iaβ

2 )− cot(−π
2 + iaβ

2 )
iaβ
π

=
β2

4π

tan( iaβ2 ) + tan( iaβ2 )
iaβ
π

(tan θ = − cot(
π

2
+ θ) , tan(−θ) = − tan θ)

=
β2

2iaβ

1− cos(iaβ)

sin(iaβ)
(tan2

θ

2
=

(1− cos θ)2

sin2 θ
)

=
β2

2iaβ

1− cosh(aβ)

i sinh(aβ)
(sinh θ = −i sin iθ , cosh θ = cos iθ)

=
β2

2aβ

cosh(aβ)− 1

sinh(aβ)

=
β2

2aβ

eaβ + e−aβ − 2

eaβ − e−aβ
(sinh θ =

eθ − e−θ

2
, cosh θ =

eθ + e−θ

2
)

=
β2

2aβ

1 + e−2aβ − 2e−aβ

1− e−2aβ

=
β2

2aβ

1− e−2aβ + 2e−2aβ − 2e−aβ

1− e−2aβ

=
β2

2aβ
(1 + 2

e−2aβ − e−aβ

1− e−2aβ
)

=
β2

aβ
(
1

2
+

−e−aβ(1− e−aβ)

(1− e−aβ)(1 + e−aβ)
)

=
β2

aβ
(
1

2
+

−e−aβ

e−aβ(eaβ + 1)
)

=
β

a
(
1

2
− 1

eaβ + 1
)

ダラダラと計算してきましたが結局のところ、和の公式として

∑
n

1

(2n+ 1)2π2 + x2
=

1

x
(
1

2
− 1

ex + 1
)

というのが導かれたことになりますし、最初っからこれを知っていればこれを使えばいいだけです。

話を logZ に戻すと

∑
n

log(ω2
n + (ωp ± µ)2) =

∑
n

∫ (ωp±µ)2

1/β2

da2
1

ω2
n + a2

=

∫ (ωp±µ)2

1/β2

da2
β

a
(
1

2
− 1

eaβ + 1
)

= 2β

∫ (ωp±µ)

1/β

da(
1

2
− 1

eaβ + 1
)

= 2β
[ (ωp ± µ)

2
− 1

2β
− 1

β

(
− log(1 + e−β(ωp±µ)) + log(1− e−1)

)]
= 2

(β(ωp ± µ)

2
+ log(1 + e−β(ωp±µ))

)



定数になっている項は落としています。というわけで、logZ は

logZ =
∑
n

∑
p

log[ω2
n + (ωp − µ)2] +

∑
n

∑
p

log[ω2
n + (ωp + µ)2]

= 2
∑
p

(
β(ωp − µ)

2
+ log(1 + e−β(ωp−µ))) + 2

∑
p

(
β(ωp + µ)

2
+ log(1 + e−β(ωp+µ)))

= 2
∑
p

[βωp + log(1 + e−β(ωp−µ)) + (log(1 + e−β(ωp+µ))]

積分の形にすれば

logZ = 2V

∫
d3p

(2π)3
[βωp + log(1 + e−β(ωp−µ)) + log(1 + e−β(ωp+µ))]

今度も零点エネルギーを含んで出てきますが、それを除けば統計力学での結果と同じものとなっています。そし

て、符号が逆になっていることから、第二項と第三項が粒子と反粒子を表現するという形で求められています。


