
有限温度・密度でのグリーン関数まとめ

いろいろとグリーン関数が出てきたので、まとめておきます。出てくるのは、温度グリーン関数、実時間伝播関
数、遅延グリーン関数、先進グリーン関数、温度ファインマン伝播関数です。
グリーン関数でボソン、フェルミオンを区別しないときはGを使い、Dはボソン、Sはフェルミオン、Dµν はゲー
ジ場とします。基本的に可換ゲージ場だけを書いていますが、SU(N)の非可換ゲージ場でも対応する生成子がつ
くだけです。
実時間的なグリーン関数では iを外に出すように定義します。
スペクトル関数は区別しないときには ρと書き、ボソンでは ρB、フェルミオンでは ρF、ゲージ場では ρµνG とし
ます。
θ(p0)は階段関数、ϵ(p0) = θ(p0)− θ(−p0)としています。
化学ポテンシャルありでの定式化はハミルトニアンを時間発展演算子にした場合を H 形式、K = H − µN を時
間発展演算子とした場合をK 形式と呼んでいます。H 形式からK 形式への変更は外線の p0 を p0 + µに置き換
えればいいです。基本的にH 形式を使います。なので、スペクトル関数もH 形式でのものになります (相互作用
なしでは化学ポテンシャルがいない)。
フェルミオンでの「∗」はガンマ行列を除いた複素共役を意味します。
それぞれの導出については「有限温度でのグリーン関数」、「有限密度でのフェルミオン」、「有限密度でのフェル
ミオン～別形式～」、「実時間法～クライン・ゴルドン場～」、「実時間法～ディラック場～」、「実時間法～伝播関
数の性質～」、「伝播関数の対角化」を見てください。

相互作用なしだとして、温度グリーン関数は運動量表示で

• ボソン

Dβ(p) =
1

ω2
n + p2 +m2

=
−1

p20 − p2 −m2
(p0 = iωn + µ , ωn = 2πnT )

• フェルミオン

Sβ(p) =
−1

iωnγ0 − γ · p−m
=

−1

p0γ0 − γ · p−m
(p0 = iωn + µ , ωn = 2πT (n+

1

2
))

• ゲージ場

Dµν
β =

1

k2

(
gµν + (ξ − 1)

kµkν

k2

)
(k0 = iωn , ωn = 2πnT )

これらに対応する相互作用なしでのスペクトル関数は

Gβ(ωn,k) = − 1

2π

∫ ∞

−∞

ρ(k0,k)

iωn + µ− k0
dk0

ボソン： ρB(k) = 2πϵ(k0)δ(k
2 −m2)

フェルミオン： ρF (k) = 2πϵ(k0)(k/+m)δ(k2 −m2)

ゲージ場： ρµνG (k) = 2πϵ(k0)
(
− gµν − (ξ − 1)kµkν

∂

∂|k|2
)
δ(k2)

これらはボソン場 ϕ(τ,x)、フェルミオン場 ψ(τ,x)に対する (反)周期性
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ϕ(τ + β,x) = ϕ(τ,x) , ψ(τ + β,x) = −ψ(τ,x)

によって特徴付けられています。この関係を一般化して書くなら

Φ(τ + β,x) = eiθΦ(τ,x)

とすることができます。これに対して周期 2β でフーリエ展開

Gβ(τ) =
1

β

∞∑
n=−∞

e−iωnτGβ(ωn) , Gβ(ωn) =

∫ β

0

dτGβ(τ)e
iωnτ

ができることを要求するなら、eiθ ぶんのずれを ωn で吸収する必要があります。つまり、ωn が

ωn = 2πTn+ θT = 2πT (n+
θ

2π
)

となります。θ = 0でボソン、θ = πでフェルミオンになります。
　上での温度グリーン関数を導出するとき一番素直なのはハミルトニアン H に粒子数演算子 N をくっつけた
K = H − µN を時間発展演算子としたときです。もしハミルトニアン H を時間発展演算子とするなら周期的条
件は

ϕ(τ + β,x) = eβµϕ(τ,x) , ψ(τ + β,x) = −eβµψ(τ,x)

で与えられます。これも同じように考えれば

ωn = 2πTn− iµ , ωn = 2πT (n+
1

2
)− iµ

なので、虚時間法ではK 形式、H 形式で同じ温度グリーン関数を導きます。
　実時間伝播関数は化学ポテンシャルなしで

• ボソン

iD(11)(p) =
i

p2 −m2 + iϵ
+ 2πnB(|p0|)δ(p2 −m2)

iD(22)(p) =
−i

p2 −m2 − iϵ
+ 2πnB(|p0|)δ(p2 −m2)

iD(12)(p) = 2πeσp0 [θ(−p0) + nB(|p0|)]δ(p2 −m2)

iD(21)(p) = 2πe−σp0 [θ(p0) + nB(|p0|)]δ(p2 −m2)

• フェルミオン

iS(11)(p) = (p/+m)
[ i

p2 −m2 + iϵ
− 2πnF (|p0|)δ(p2 −m2)

]
iS(22)(p) = (p/+m)

[ −i
p2 −m2 − iϵ

− 2πnF (|p0|)δ(p2 −m2)
]

iS(12)(p) = 2πeσp0(p/+m)
[
− nF (|p0|) + θ(−p0)

]
δ(p2 −m2)

iS(21)(p) = 2πe−σp0(p/+m)
[
− nF (|p0|) + θ(p0)

]
δ(p2 −m2)
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• ゲージ場

iDµν
(11)(k) =

−i
k2 + iϵ

(
gµν + (ξ − 1)

kµkν

k2 + iϵ

)
− 2πnB(|k0|)

(
gµν + (ξ − 1)kµkν

∂

∂|k|2
)
δ(k2)

iDµν
(22)(k) =

i

k2 − iϵ

(
gµν + (ξ − 1)

kµkν

k2 − iϵ

)
− 2πnB(|k0|)

(
gµν + (ξ − 1)kµkν

∂

∂|k|2
)
δ(k2)

iDµν
(12)(k) = −2πeσk0 [nB(|k0|) + θ(−k0)]

(
gµν + (ξ − 1)kµkν

∂

∂|k|2
)
δ(k2)

iDµν
(21)(k) = −2πe−σk0 [nB(|k0|) + θ(k0)]

(
gµν + (ξ − 1)kµkν

∂

∂|k|2
)
δ(k2)

時間経路を−iσずらした場合で書いていますが、関係式は σ = 0と σ = β/2の場合だけを扱っていきます。分布
関数は

nB(p0) =
1

eβp0 − 1
, nF (p0) =

1

eβp0 + 1

となっています。分布関数部分を書き換えるなら

ϵ(p0)nB(p0) = nB(|p0|) + θ(−p0)

ϵ(p0)nF (p0) = nF (|p0|)− θ(−p0)

これらの関係を使えばいいです。また、化学ポテンシャルがいるときの表記は

nB(p0 − µ) =
1

eβ(p0−µ) − 1
, nF (p0 − µ) =

1

eβ(p0−µ) + 1

とします。
　 σ = β/2では

iD(12)(p) = iD(21)(p) = 2πeβp0/2[θ(−p0) + nB(|p0|)]δ(p2 −m2)

iS(12)(p) = −iS(21)(p) = −2πeβp0/2(p/+m)[nF (|p0|)− θ(−p0)]δ(p2 −m2)

　化学ポテンシャルありへは、nB(|p0|)を

NB(p0) = θ(p0)n
−
B(|p0|) + θ(−p0)n+B(|p0|)

(
n−B(|p0|) =

1

eβ(|p0|−µ) − 1
, n+

B(|p0|) =
1

eβ(|p0|+µ) − 1

)
nF (|p0|)を

NF (p0) = θ(p0)n
−
F (|p0|) + θ(−p0)n+F (|p0|)
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(
n−F (|p0|) =

1

eβ(|p0|−µ) + 1
, n+

F (|p0|) =
1

eβ(|p0|+µ) + 1

)
に置き換えればいいです (H 形式)。これらは

nB(p0 − µ) = ϵ(p0)NB(p0)− θ(−p0)

nF (p0 − µ) = ϵ(p0)NF (p0) + θ(−p0)

という関係を持っています。µ ̸= 0のとき、σ = β/2でG(12) = ±G(21)になっていないことに注意してください。
　 G(12)(p)と G(21)(p)の関係は

• σ = 0のとき

G(12)(p) = ±e−β(p0−µ)G(21)(p) (H 形式 )

G(12)(p) = ±e−βp0G(21)(p) (K 形式 )

• σ = β/2のとき

G(12)(p) = ±eβµG(21)(p) (H 形式 )

G(12)(p) = ±G(21)(p) (K 形式 )

プラスがボソン、マイナスがフェルミオンです。
　実時間伝播関数は三角関数と双曲線関数を使うことで

• ボソン

D(11)(p) = ∆(p) cosh2 θ −∆∗(p) sinh2 θ

D(22)(p) = ∆(p) sinh2 θ −∆∗(p) cosh2 θ

D(12)(p) = e−β(p0−µ)/2+σp0(∆(p)−∆∗(p)) sinh θ cosh θ

D(21)(p) = eβ(p0−µ)/2−σp0(∆(p)−∆∗(p)) sinh θ cosh θ

∆(p) =
1

p2 −m2 + iϵ
, ∆∗(p) =

1

p2 −m2 − iϵ

sinh2 θ = θ(p0)nB(p0 − µ)− θ(−p0)(1 + nB(p0 − µ))

cosh2 θ = θ(p0)(1 + nB(p0 − µ))− θ(−p0)nB(p0 − µ)

sinh θ cosh θ = ϵ(p0) exp[β(p0 − µ)/2]nB(p0 − µ)
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• フェルミオン (∆∗
f はガンマ行列を除いた複素共役 )

S(11)(p) = ∆f (p) cos
2 θ +∆∗

f (p) sin
2 θ

S(22)(p) = −∆f (p) sin
2 θ −∆∗

f (p) cos
2 θ

S(12)(p) = −e−β(p0−µ)/2+σp0(∆f (p)−∆∗
f (p)) sin θ cos θ

S(21)(p) = eβ(p0−µ)/2−σp0(∆f (p)−∆∗
f (p)) sin θ cos θ

∆f (p) =
p/+m

p2 −m2 + iϵ
, ∆∗

f (p) =
p/+m

p2 −m2 − iϵ

sin2 θ = θ(p0)nF (p0 − µ) + θ(−p0)(1− nF (p0 − µ))

cos2 θ = θ(p0)(1− nF (p0 − µ)) + θ(−p0)nF (p0 − µ)

sin θ cos θ = ϵ(p0)e
β(p0−µ)/2nF (p0 − µ)

対角化された表現は

D(p) = V −1

(
∆(p) 0
0 −∆∗(p)

)
V −1

V =

(
cosh θ −e−β(p0−µ)/2+σp0 sinh θ

−eβ(p0−µ)/2−σp0 sinh θ cosh θ

)

V −1 =

(
cosh θ e−β(p0−µ)/2+σp0 sinh θ

eβ(p0−µ)/2−σp0 sinh θ cosh θ

)

S(p) =M−1

(
∆f (p) 0

0 −∆∗
f (p)

)
M−1

M =

(
cos θ e−β(p0−µ)/2+σp0 sin θ

−eβ(p0−µ)/2−σp0 sin θ cos θ

)

M−1 =

(
cos θ −e−β(p0−µ)/2+σp0 sin θ

eβ(p0−µ)/2−σp0 sin θ cos θ

)
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σ = β/2では三角関数、双曲線関数の外にいる exp部分が e±βµ になります。
　ゲージ場はボソンで

∆G(k) =
−1

k2 + iϵ
(gµν + (ξ − 1)

kµkν

k2 + iϵ
)

とすればいいですが、∆G(k)−∆∗
G(k)においてゲージ固定項が

1

(k2 + iϵ)2
− 1

(k2 − iϵ)2

という項を持ってしまいます。これをちゃんと定義するにはデルタ関数の微分

∂

∂k2
δ(k2) =

1

2iπ
(

1

(k2 + iϵ)2
− 1

(k2 − iϵ)2
) (δ(k2) = lim

ϵ→0

−1

2iπ
(

1

k2 + iϵ
− 1

k2 − iϵ
))

に書き換える必要があります (もしくは |k|2 の微分)。最後に同じような光子伝播関数に関する注意をしてます。
　スペクトル関数を使った厳密な表現は

• 温度グリーン関数

Gβ(ωn,k) = − 1

2π

∫ ∞

−∞

ρ(k0,k)

iωn + µ− k0
dk0

• 実時間伝播関数 (H 形式)

iS(ab)(p) =

∫ ∞

−∞

dk0
2π

I(ab)(p0, k0)ρF (k0,p)

iD(ab)(p) =

∫ ∞

−∞

dk0
2π

J(ab)(p0, k0)ρB(k0,p)

iDµν
(ab)(p) =

∫ ∞

−∞

dk0
2π

J(ab)(p0, k0)ρ
µν
G (k0,p)

I(11)(p0, k0) = I∗(22)(p0, k0) =
i

p0 − k0 + iϵ
− 2πnF (k0 − µ)δ(p0 − k0)

I(12)(p0, k0) = −2πeσk0nF (k0 − µ)δ(p0 − k0)

I(21)(p0, k0) = 2πe−σk0(1− nF (k0 − µ))δ(p0 − k0)

J(11)(p0, k0) = J∗
(22)(p0, k0) =

i

p0 − k0 + iϵ
+ 2πnB(k0 − µ)δ(p0 − k0)

J(12)(p0, k0) = 2πeσk0nB(k0 − µ)δ(p0 − k0)

J(21)(p0, k0) = 2πe−σk0(1 + nB(k0 − µ))δ(p0 − k0)
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実時間伝播関数でのK 形式では、分布関数から µがなくなり、スペクトル関数 ρ(k0,p)が k0 + µに依存し
ている限り ρ(k0 + µ,p)になります。

σ = β/2では

I(12) = −eβµI(21) = −2πeβk0/2nF (k0 − µ)δ(p0 − k0)

J(12) = eβµJ(21) = 2πeβk0/2nB(k0 − µ)δ(p0 − k0)

となります。

　各グリーン関数に対する関係を示します。遅延グリーン関数 GR(x, y)、先進グリーン関数 GA(x, y)を

GR(x, y) = iθ(x0 − y0)(iG
>(x, y)− iG<(x, y))

GA(x, y) = −iθ(y0 − x0)(iG
>(x, y)− iG<(x, y))

とし、ボソンでは

iG>(x, y) = ⟨ϕ(x)ϕ†(y)⟩β , iG<(x, y) = ⟨ϕ†(y)ϕ(x)⟩β

フェルミオンでは

iG>(x, y) = ⟨ψ(x)ψ(y)⟩β , iG<(x, y) = −⟨ψ(y)ψ(x)⟩β

と定義しています。また、実時間では遅延、先進グリーン関数を

iG′
R(x, y) = θ(x0 − y0)(iG

>(x, y)− iG<(x, y))

iG′
A(x, y) = −θ(y0 − x0)(iG

>(x, y)− iG<(x, y))

と定義するのが一般的で、iGR,A(x, y) = −iG′
R,A(x, y)となっています。実時間で使うときには iが入り込んでく

るので、G′
R,A では iを外に出すように定義しています。スペクトル関数は先進、遅延グリーン関数によって

ρ(p) = −i(GR(p)−GA(p))

と求められます。
　温度グリーン関数との関係は

GR(p0,p) = Gβ(iωn,p)|iωn=p0+iϵ

GA(p0,p) = Gβ(iωn,p)|iωn=p0−iϵ

実時間伝播関数との関係は

G′
R(x, y) = G(11)(x, y)−G(12)(x, y) = G(21)(x, y)−G(22)(x, y)
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G′
A(x, y) = G(11)(x, y)−G(21)(x, y) = G(12)(x, y)−G(22)(x, y)

G(12), G(21) は

iG(12)(x, y) = iG<(x, y) , iG(21)(x, y) = iG>(x, y)

　温度ファインマン伝播関数を

GFey(p0,p) =
1

2π

∫ ∞

0

dz2
ρ(z,p)

p20 − z2 + iϵ

と定義します。これと温度グリーン関数との関係は、スペクトル関数が奇関数のとき

GFey(p0,p) = −Gβ(p0 + ip0ϵ,p)

実時間伝播関数は温度ファインマン伝播関数によって

D(p) = V −1

(
DFey(p) 0

0 −D∗
Fey(p)

)
V −1

S(p) =M−1

(
SFey(p) 0

0 −S∗
Fey(p)

)
M−1

となり、相互作用ありでも成立しています。S∗
Fey はガンマ行列を除いた複素共役です。厳密な温度ファインマン

関数は

DFey(p) =
1

p2 −m2 − Σ(p) + iϵ
, SFey(p) =

1

pµγµ −m− Σ(p) + iϵ

このように書けます。
　実時間伝播関数を

G−1
(ab)(p) = (G0

(ab)(p))
−1 − Σ(ab)(p)

温度ファインマン伝播関数を

GFey(p) = G0
Fey(p) +G0

Fey(p)ΣFey(p)GFey(p)

としたとき、自己エネルギー Σ(ab)(p)は

Σ(ab)(p) = U

(
ΣFey(p) 0

0 −Σ∗
Fey(p)

)
U

U =M,V。自己エネルギーでもフェルミオンの場合は「∗」はガンマ行列を除いて複素共役を取ります。Σ(ab)(p)
の各成分の関係は σ = 0のとき

• ボソン
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Σ(11)(p) = −Σ∗
(22)(p)

ReΣ(11)(p) = ReΣFey(p)

ImΣFey(p) = ϵ(p0) tanh
β(p0 − µ)

2
ImΣ(11)(p)

Σ(12)(p) = e−β(p0−µ)Σ(21)(p)

Σ(12)(p) = −2inB(p0 − µ) tanh
β(p0 − µ)

2
ImΣ(11)(p)

• フェルミオン（「∗」はガンマ行列を除いた複素共役）

Σ(11)(p) = −Σ∗
(22)(p)

ReΣ(11)(p) = ReΣFey(p)

ImΣ(11)(p) = ϵ(p0)(1− 2nF (p0 − µ))ImΣFey(p)

Σ(12)(p) = −e−β(p0−µ)Σ(21)(p)

Σ(12)(p) = 2inF (p0 − µ) coth
β(p0 − µ)

2
ImΣ(11)(p)

σ = β/2では変換行列 U の中の三角関数、双曲線関数の外にいる eβp0 が消えるので

Σ(12)(p) = ±eβµΣ(21)(p)

Σ(12)(p) = −2ieβp0/2nB(p0 − µ) tanh
β(p0 − µ)

2
ImΣ(11)(p)

Σ(12)(p) = 2ieβp0/2nF (p0 − µ) coth
β(p0 − µ)

2
ImΣ(11)(p)

となります。どちらもH の形式です。
　光子の実時間伝播関数に関する注意をしておきます。光子の実時間伝播関数は、形を見てみると質量を 0とし
たボソン伝播関数D(ab)(k;m = 0)を使うことで

Dµν
(ab)(k) = −

(
gµν + (ξ − 1)kµkν

∂

∂|k|2
)
D(ab)(k;m = 0)

と書けますが、注意があります。デルタ関数のためにボソンの伝播関数は意味を変えずに |k0| = ωk =
√
|k|2 +m2

と置き換えることができます。つまり

D(ab)(nB(|k0|)) ⇔ D(ab)(nB(ωk))

と置き換えられます。なので、|k|2による微分が nB(ωk = |k|)にかかるように見えてしまいます。しかし、nB(ωk)
と nB(|k0|)の置き換えは微分演算が nB(ωk)δ(k

2)に作用している場合
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∂

∂|k|2
(nB(ωk)δ(k

2)) =
1

2|k|
∂

∂|k|
(nB(|k|)δ(k2))

= nB(|k0|)
1

2|k|
∂δ(k2)

∂|k|

= nB(|k0|)
∂δ(k2)

∂|k|2
= −nB(|k0|)

∂δ(k2)

∂k2

となることを要求できます。また、もし |k0|が
√
k2 + ω2

pみたいになっているとき、k
2で微分すると nB(|k0|)に

作用してしまうので、D(ab)(k;m = 0)の分布関数を nB(|k0|)としたときに

Dµν
(ab)(k) = −

(
gµν − (ξ − 1)kµkν

∂

∂k2
)
D(ab)(k;m = 0, nB(|k0|))

と書いてしまうのは厳密には正しくないです。
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