
T双対性

Dブレーンが出てくるきっかけとなった T双対性を見ていきます。閉弦で T双対変換を作り、それを開弦に適用

します。

T双対性はコンパクト化によってX25に円の周期性を与えたとき、半径 Rの円と半径 α′/Rの円で物理が等価に

なることです。

Dブレーンが出てくる話に持っていくことを目的にしているので、質量演算子を状態に作用させる話は省いてい

ます。なので、コンパクト化によって弦の励起状態がどうなるかといった話はしていません。

　ボソン弦の場合を考えていきます。ボソン弦ではローレンツ不変性の要求から 26次元のミンコフスキー時空で

すが、26次元は 4次元より 22個余計な次元があります。これをどうにかするために、カルツァ・クライン理論で

のコンパクト化 (compactification)を組み込めないかと考えます。コンパクト化は 5次元以上の余計な次元 (余剰

次元)を円にして、その円が十分小さいとする作業のことです。

　というわけで、弦理論でのコンパクト化を見るために、ミンコフスキー時空の空間座標の内の 1つを半径 Rの

円にします。円にする座標を xとすれば

x ≃ x+ 2πR

という周期性を与えることに対応します。≃で書いているのは、2πRだけ離れている 2つの地点を等しいとする

という意味からです (2πRだけ離れている点 A1 と点 A2 を等しくする。x(A1) = x(A2) + 2πR)。

　まずは閉弦を見ていきます。次元D = 26の内の 1つは時間なので、空間次元での 25番目の次元を半径 Rの円

とします (X25 に周期性を与える)。コンパクト化したい次元が複数ある場合でも同じことを各次元で行えばいい

だけです。

　閉弦は σによる周期性

Xµ(τ, σ + 2π) = Xµ(τ, σ)

を持っているので、これと合わせます。つまり、X25 に対して

X25(τ, σ + 2π) = X25(τ, σ) + 2πR

として、円を 1周するときに σが σ+ 2πに行くようにしています (逆に言えば、σから σ+ 2πに行くと円を 1周

する)。これは円筒の側面におけるある点 Aから１周して同じ点 A′ に巻きついている閉弦をイメージ出来ます。

しかし、１周で σから σ + 2πに行くとする必要性はないので

X25(τ, σ + 2π) = X25(τ, σ) + 2mπR

として、何回巻きついたかを表すmを加えます。mは整数で、円筒を回る方向で正負を選びます (例えば、右回り

なら正、左回りなら負)。このように、円筒に何回も巻きつく閉弦のイメージが出来るので、mは巻き数 (winding

number)と呼ばれます。mのままだとフーリエ展開したときに出てくる整数と紛らわしくなるので

w =
mR

α′ (1)

1



を使っていきます。

　この状況で量子化を行い質量演算子を求めます。ここからX25をX と書いていきます。共形ゲージを取って弦

の運動方程式は

∂2

∂τ2
Xµ(τ, σ) =

∂2

∂σ2
Xµ(τ, σ)

となるようにして、

∂2

∂τ2
X(τ, σ) =

∂2

∂σ2
X(τ, σ)

に従うX(τ, σ)の解を求めます。波動方程式の解なので

X(τ, σ) = XL(τ + σ) +XR(τ − σ) = XL(u) +XR(v) (u = τ + σ , v = τ − σ)

とします。これに円の周期性を加えると

X(τ, σ + 2π) = X(τ, σ) + 2πα′w

⇒ XL(τ + σ + 2π) +XR(τ − σ − 2π) = XL(u+ 2π) +XR(v − 2π) = XL(u) +XR(v) + 2πα′w

これに u, v微分を作用させると 2πα′wは消えるので、dX/du, dX/dvは 2πα′wがいてもいなくても同じです。な

ので、左進行のXL,右進行のXR は「光円錐ゲージでの閉弦の量子化」でのXµ
L, X

µ
R と同じ形

XL(u) =
1

2
xL +

√
α′

2
α0u+ i

√
α′

2

∑
n ̸=0

1

n
αne

−inu

XR(v) =
1

2
xR +

√
α′

2
α0v + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
αne

−inv

になります (xL, xR は定数)。ただし、変更される部分があります。円の周期性を見てみると

XL(u+ 2π) =
1

2
xL +

√
α′

2
α0(u+ 2π) + i

√
α′

2

∑
n ̸=0

1

n
αne

−inue−2inπ

=
1

2
xL +

√
α′

2
α0u+ i

√
α′

2

∑
n ̸=0

1

n
αne

−inu + 2π

√
α′

2
αµ
0

= XL(u) + 2π

√
α′

2
α0u

XR は
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XR(v − 2π) =
1

2
xR +

√
α′

2
α0(v − 2π) + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
αne

−inve2inv

=
1

2
xR +

√
α′

2
α0v + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
αne

−inve2inπ − 2π

√
α′

2
αµ
0

= XR(v)− 2π

√
α′

2
α0

となっているので

XL(u+ 2π) +XR(v − 2π) = XL(u) +XR(v) + 2πα′w

から、α0 と α0 は

2π

√
α′

2
α0 − 2π

√
α′

2
α0 = 2πα′w

α0 − α0 =
√
2α′w (2)

となっています。このように、円の周期性を加えたときの展開係数は α0 ̸= α0 となります (通常では αµ
0 = αµ

0 )。

なので、X(τ, σ)は

X(τ, σ) = x0 +

√
α′

2
α0(τ + σ) +

√
α′

2
α0(τ − σ) + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
(αne

−inσ + αne
inσ)e−inτ

(x0 =
1

2
(xL + xR))

と書けます。

　量子化するときに必要になる

Ẋ =
∂X

∂τ
=

√
α′

2
α0 +

√
α′

2
α0 +

√
α′

2

∑
n ̸=0

(αne
−inσ + αne

inσ)e−inτ

X ′ =
∂X

∂σ
=

√
α′

2
α0 −

√
α′

2
α0 +

√
α′

2

∑
n̸=0

(αne
−inσ − αne

inσ)e−inτ

の和と差を求めます。単純に計算すればいいだけなので
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Ẋ +X ′ =

√
α′

2
α0 +

√
α′

2
α0 +

√
α′

2

∑
n ̸=0

(αne
−inσ + αne

inσ)e−inτ

+

√
α′

2
α0 −

√
α′

2
α0 +

√
α′

2

∑
n ̸=0

(αne
−inσ − αne

inσ)e−inτ

= 2

√
α′

2
α0 + 2

√
α′

2

∑
n̸=0

αne
−inσe−inτ

=
√
2α′

∑
n

αne
−in(τ+σ) (3a)

同様に

Ẋ −X ′ =

√
α′

2
α0 +

√
α′

2
α0 +

√
α′

2

∑
n̸=0

(αne
−inσ + αne

inσ)e−inτ

−
√

α′

2
α0 +

√
α′

2
α0 −

√
α′

2

∑
n ̸=0

(αne
−inσ − αne

inσ)e−inτ

= 2

√
α′

2
α0 + 2

√
α′

2

∑
n̸=0

αne
inσe−inτ

=
√
2α′

∑
n

αne
−in(τ−σ) (3b)

これは「光円錐ゲージでの閉弦の量子化」で求めたものと同じ形です。このため、空間部分であるX(τ, σ)の量子

化は光円錐座標でのXI(τ, σ)から変更されません

　運動量も求めておきます。閉弦での運動量は

pµ =

∫ 2π

0

dσ Πµ =
1

2πα′

∫ 2π

0

dσ
∂Xµ

∂τ

で定義されています。なので、p25 を pと書くことにして

p =
1

2πα′

∫ 2π

0

dσ
∂X

∂τ

=
1

2πα′

∫ 2π

0

dσ(

√
α′

2
α0 +

√
α′

2

∑
n̸=0

αne
−inu +

√
α′

2
α0 +

√
α′

2

∑
n ̸=0

αne
−inv)

=
1

2πα′

√
α′

2

(∫ 2π

0

dσ(α0 + α0) +
∑
n ̸=0

e−inτ

∫ 2π

0

dσ(αne
−inσ + αne

inσ)
)

=

√
1

2πα′ (α0 + α0) +
1

2πα′

√
α′

2

∑
n ̸=0

e−inτ

∫ 2π

0

dσ(αne
−inσ + αne

inσ)

=
1√
2α′

(α0 + α0)
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下から 2行目の第二項の積分は素直に実行すれば消えます。これと (2)から

α0 =

√
α′

2
(p+ w) , α0 =

√
α′

2
(p− w) (4)

となっていることが分かります。

　展開係数 αn, αn の交換関係を求めます。量子化の手続きは変わらないので同じ τ による同時刻交換関係

[Xµ(τ, σ),Πν(τ, σ′)]=iηµνδ(σ.σ′)

に従うようにすればいいだけで (他の組み合わせは 0)、尚且つ (3a),(3b)が「光円錐ゲージでの閉弦の量子化」で

のものと同じなので、αn, αn を演算子化したときの交換関係は

[αm, αn] = mδm+n,0 , [αm, αn] = mδm+n,0 , [αm, αn] = 0

となり、変更されません (ただし、α0 ̸= α0)。α0 と α0 の交換関係から pと wの交換関係は

0 = [α0, α0]

= α0α0 − α0α0

=
α′

2
(p+ w)(p− w)− α′

2
(p− w)(p+ w)

=
α′

2
(p2 − w2 − pw + wp− (p2 − w2 + pw − wp))

= α′(−pw + wp)

0 = [p, w]

と求まります。x0 と pの交換関係も求めます。これは「光円錐ゲージでの閉弦の量子化」と同じことをすればい

いです。X と Ẋ の交換関係は

Ẋ = 2πα′Π

から

[X(τ, σ), Ẋ(τ, σ′)] = 2πα′[X(τ, σ),Π(τ, σ′)] = i2πα′δ(σ − σ′)

これを σ積分して

[

∫ 2π

0

dσ X(τ, σ), Ẋ(τ, σ′)] = i2πα′

X(τ, σ)の σ積分は
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∫ 2π

0

dσ X(τ, σ) =

∫ 2π

0

dσ
(
x0 +

√
α′

2
α0(τ + σ) +

√
α′

2
α0(τ − σ)

+ i

√
α′

2

∑
n ̸=0

1

n
(αne

−inσ + αne
inσ)e−inτ

)

= 2πx0 + 2π

√
α′

2
α0τ + 2π

√
α′

2
α0τ +

1

2
(2π)2

√
α′

2
α0 −

1

2
(2π)2

√
α′

2
α0

となりますが、

[α0, α0] = 0 , [α0, α0] = 0 , [αn, α0] = 0 , [α0, αn] = 0

であるので、Ẋ との交換関係で生き残るのは x0 の項だけです。よって、

i2πα′ =

∫ 2π

0

dσ[X(τ, σ), Ẋ(τ, σ′)]

= [2πx0, Ẋ(τ, σ′)]

=

√
α′

2
[2πx0, α0] +

√
α′

2

∑
n̸=0

[2πx0, αn]e
−inτe−inσ′

+

√
α′

2
[2πx0, α0] +

√
α′

2

∑
n̸=0

[2πx0, αn]e
−inτeinσ

′

iα′ =

√
α′

2
([x0, α0] + [x0, α0] +

∑
n̸=0

[x0, αn]e
−inτe−inσ′

+
∑
n ̸=0

[x0, αn]e
−inτeinσ

′
)

=

√
α′

2
([x0, α0] + [x0, α0])

最後の行へは σ′ 積分を 0 ∼ 2πの範囲で行って第三項と第四項を消しています。そして

[x0, α0] + [x0, α0] =

√
α′

2
(x0α0 − α0x0 + x0α0 − α0x0)

=

√
α′

2
(x0(α0 + α0)− (α0 + α0)x0)

=

√
α′

2

√
2α′(x0p− px0)

= α′[x0, p]

であることから

[x0, p] = i
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これは量子力学での位置演算子と運動量演算子の交換関係と同じです。

　この交換関係と円の周期性から運動量が離散的になっていることが分かります (運動量演算子の固有値としての

運動量)。量子力学では位置演算子 qと運動量演算子 kの交換関係 [q, k] = iを満たす運動量 kは並進の演算子を

作り、e−ikaとして出てきます。これを今の場合に合わせるなら、x0は円上にいることから e−ipaが円上の並進の

演算子を与えます。そして、X が円の周期性 2nπRを持っていることから、2nπR (nは整数)の並進で元に戻る

べきなので

e−2inπRp = 1

p =
n

R

であることを要求します。よって、運動量は離散化された値を持ちます。nは巻き数mとは区別される運動量を

与える整数です。

　準備ができたので質量演算子を求めます。光円錐ゲージを使いますが、質量演算子の変更は X 部分だけです。

光円錐ゲージではX0, X1がX±になりますが、今の変更は 25番目の空間座標なので、この部分には影響しませ

ん。よって、XI をXi, X (i = 2, 3, . . . , 24)に分解すればいいだけです。

　 Virasoro演算子 L0 は

1

2

∑
m

αI
−mαI

m =
1

2
αI
0α

I
0 +

1

2

∑
m>0

αI
−mαI

m +
1

2

∑
m<0

αI
−mαI

m

=
1

2
αI
0α

I
0 +

1

2

∑
m>0

αI
−mαI

m +
1

2

∑
m>0

αI
mαI

−m

=
1

2
αI
0α

I
0 +

1

2

∑
m>0

αI
−mαI

m +
1

2

∑
m>0

αI
−mαI

m + ηII
1

2

∑
m>0

m ([αI
m, αJ

n] = [αI
m, αJ

n] = mηIJδm+n,0)

=
1

2
αI
0α

I
0 +

∞∑
m=1

αI
−mαI

m − a

=
1

2
αI
0α

I
0 +N − a

から、正規積によって

L0 − a =
1

2

∑
m

: αI
−mαI

m : −a =
1

2
αI
0α

I
0 +N − a

aは 1です。粒子数演算子N はコンパクト化した次元も含めたものとして定義しています。L0 は

L0 =
1

2

∑
m

: αI
mαI

−m :=
1

2
αI
0α

I
0 +

∞∑
m=1

αI
−mαI

m =
1

2
αI
0α

I
0 +N

(
1

2

∑
m

αI
mαI

−m =
1

2
αI
0α

I
0 +N − a)

これらの I を分解して
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L0 =
1

2
αi
0α

i
0 +

1

2
α0α0 +N =

α′

4
pipi +

1

2
α0α0 +N

L0 =
1

2
αi
0α

i
0 +

1

2
α0α0 +N =

α′

4
pipi +

1

2
α0α0 +N

i成分は「光円錐ゲージでの閉弦の量子化」での空間成分の関係がそのまま成立しているので

pi =

√
2

α′α
i
0 , αi

0 = αi
0

を使っています。

　閉弦での拘束条件は

L0 = L0

なので

0 =
α′

4
pipi +

1

2
α0α0 +N − α′

4
pipi − 1

2
α0α0 −N

=
1

2
α0α0 −

1

2
α0α0 +N −N

pwは α0, α0 は交換することから、

pw =
1

2α′ (α0 + α0)(α0 − α0) =
1

2α′ (α0α0 + α0α0 − α0α0 − α0α0) =
1

2α′ (α0α0 − α0α0)

となるので、拘束条件は

N −N = α′pw (5)

と書くことが出来ます。粒子数演算子 N,N は名前の通り整数の固有値を持つので、左辺は整数になっています。

そして、(1)と p = n/Rから、右辺は

α′pw = α′ n

R

mR

α′ = nm

となり、整数になっています (nは運動量、mは巻き数です)。

　質量演算子をコンパクト化された次元を除いて定義します。コンパクト化は 26次元でなく 25次元での質量演

算子が欲しいから行ったことだからです。そうすると、質量演算子M2 は
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M2 = −
24∑

µ=0

pµp
µ = 2p+p− − pipi

=
2

α′ (L0 + L0 − 2a)− pipi

=
2

α′ (
α′

2
pipi +

1

2
α0α0 +N +

1

2
α0α0 +N − 2a)− pipi

=
1

α′ (α0α0 + α0α0) +
2

α′ (N +N − 2a)

p± は「光円錐ゲージでの閉弦の量子化」で求めた

L0 − a+ L0 − a = α′p+p−

を使っています。第一項は

p2 =
1

2α′ (α0 + α0)
2 =

1

2α′ (α0α0 + α0α0 + 2α0α0)
2

w2 =
1

2α′ (α0 − α0)
2 =

1

2α′ (α0α0 + α0α0 − 2α0α0)
2

から

1

α′ (α0α0 + α0α0) = p2 + w2

と書けるので

M2 = p2 + w2 +
2

α′ (N +N − 2a) = (
n

R
)2 + (

mR

α′ )2 +
2

α′ (N +N − 2a)

このように質量演算子にR,m, nの依存性が入ってきます。これを基底状態や励起状態に作用させることで、どん

な状態が出てくるのかを見れますが、飛ばします。

　拘束条件 (5)を使って書き換えると

M2 = (
n

R
)2 + (

mR

α′ )2 +
2

α′ (N +N − nm− 2a)

= (
n

R
)2 + (

mR

α′ )2 +
2

α′ (2

∞∑
l=1

αI
−lα

I
l − nm− 2a)

= (
n

R
)2 + (

mR

α′ )2 − 2

α′nm+
4

α′

∞∑
l=1

αI
−lα

I
l −

4

α′ a

もしくは
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M2 = (
n

R
)2 + (

mR

α′ )2 +
2

α′nm+
4

α′

∞∑
l=1

αI
−lα

I
l −

4

α′ a

この質量演算子には Rと 1/Rの項があります。このため、Rを

R ⇒ R̃ =
α′

R

と変換しても

(
n

R
)2 + (

mR

α′ )2 ⇒ (
nR̃

α′ )
2 + (

m

R̃
)2

となって、式の形は変わりません。しかし、これではm,nが逆になっているので、巻き数mと運動量の nを交

換させます。他のm,nに依存している項は nmなので、R̃だけでなくm,nを n,mに変えると

(
n

R
)2 + (

mR

α′ )2 +
2

α′nm ⇒ (
mR̃

α′ )2 + (
n

R̃
)2 +

2

α′mn

となって変換後も元の形のままになります (拘束条件 (5)からもm,nを交換できる)。この変換

R ⇒ R̃ =
α′

R
, m, n ⇒ n,m (6)

によって質量演算子が変化しないことを T双対性 (T-duality)と言います。双対は 2つの異なっている系が何かし

らの同じ性質を持っているときに使います。今の場合はコンパクト化での円の半径 Rと R̃ = α′/Rによる双対で

す。Tは Zwiebachの本だと toroidalとなっていますが、おそらく target spaceのTです。これは hep-th/9401139

なんかを見てみると、広い意味では target space dualityですが、その中の 1つとして Rと R̃の双対を扱ってい

るということから toroidalだと言っているのだと思います。

　 T双対変換 (6)が言っていることは、半径 Rの円でコンパクト化した場合 (巻き数m、運動量 n/R)と、半径

R̃ = α′/Rの円でコンパクト化した場合 (巻き数 n、運動量m/R̃)の 2つは物理的に等価であるということです。

そして、Rを小さい値に取ると、R̃は大きくなるという性質を持っています。このため、Rを R <
√
α′とする意

味がなくなり、R =
√
α′ が最も小さい値になります (R̃ = α′/

√
α′ =

√
α′)。

　開弦で必要になるので T双対変換でXL, XR がどうなるのか求めます。まず、α0, α0 は (4)から

α0 =

√
α′

2
(p+ w) =

√
α′

2
(
n

R
+

mR

α′ )

α0 =

√
α′

2
(p− w) =

√
α′

2
(
n

R
− mR

α′ )

なので、T双対変換で

α0 ⇒ α0 , α0 ⇒ −α0

となります。

　半径 R̃の円だとして、新しく
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X̃ = XL −XR

= x̃0 +

√
α′

2
α0(τ + σ)−

√
α′

2
α0(τ − σ) + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
(αne

−inσ − αne
inσ)e−inτ

を定義してみます。このときの運動量は

p̃ =
1

2πα′

∫ 2π

0

dσ
∂X̃

∂τ

=
1

2πα′

∫ 2π

0

dσ(

√
α′

2
α0 +

√
α′

2

∑
n̸=0

αne
−inu −

√
α′

2
α0 −

√
α′

2

∑
n̸=0

αne
−inv)

=
1

2πα′

√
α′

2

∫ 2π

0

dσ(α0 − α0) +
1

2πα′

√
α′

2

∑
n̸=0

e−inτ

∫ 2π

0

dσ(αne
−inσ − αne

inσ)

=
1√
2α′

(α0 − α0) +
1

2πα′

√
α′

2

∑
n̸=0

e−inτ

∫ 2π

0

dσ(αne
−inσ − αne

inσ)

=
1√
2α′

(α0 − α0)

= w

=
mR

α′

となるので、

p̃ =
mR

α′ =
m

R̃

となり、半径 R̃での運動量になります。よって、XL, XR の

XL ⇒ XL , XR ⇒ −XR (7)

という変換が T双対変換に対応しています。

　開弦の場合を見ていきます。開弦でも同じようにX25に対して半径 Rの円でコンパクト化します。ただし、開

弦には周期性がなく両端が境界条件で与えられるので、巻き数を定義する意味がありません。なので、X25(τ, σ)

に対する T双対変換を行います。まず、変分の形から見直しておきます。作用は共形ゲージを取って

S = − 1

4πα′

∫
dτ

∫
dσ

√
−ggij∂iX

µ∂jX
νηµν

作用の変分は「相対論的な弦」で求めたように

δS =

∫ τf

τi

dτ
[
Pσ
µ δX

µ
]σ=π

σ=0
−
∫ τf

τi

dτ

∫ π

0

dσ
(∂P τ

µ

∂τ
+

∂P σ
µ

∂σ

)
δXµ
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第二項はオイラー・ラグランジュ方程式になる部分です。P τ
µ と Pσ

µ は

P τ
µ =

∂L

∂Ẋµ
=

1

2πα′ Ẋµ , Pσ
µ =

∂L

∂X ′µ = − 1

2πα′X
′
µ

となっています。第一項が境界条件に対応していて

Pσ
µ (τ, 0) = Pσ

µ (τ, π) = 0

とすればノイマン境界条件 (自由端境界条件)となり、

δXµ(τ, 0) = δXµ(τ, π) = 0

とすればディリクレ境界条件 (固定端境界条件)となります。ノイマン境界条件を使います。

　ノイマン境界条件での運動方程式の解は、「弦のゲージ固定」で見たように

Xµ(τ, σ) = fµ(τ + σ) + fµ(τ − σ)

= xµ
0 +

√
2α′αµ

0 τ + i
√
2α′

∑
n̸=0

1

n
αµ
ne

−inτ cosnσ

xµ
0 は定数です。fµ は左進行、右進行の波であることを明記するなら

fµ(τ + σ) = fµ
L(τ + σ) , fµ(τ − σ) = fµ

R(τ − σ)

となっています。

　 µ = 25を半径 Rの円によってコンパクト化することにして

X(τ, σ) = x0 +
√
2α′α0τ + i

√
2α′

∑
n ̸=0

1

n
αne

−inτ cosnσ

閉弦のときと同じようにX25 (τ, σ) = X(τ, σ)と書いています。fL と fR の和だとするには

einσ + e−inσ = 2 cosnσ

と、変数 τ ± σに合わせることで

X(τ, σ) = x0 +
√
2α′α0τ + i

1

2

√
2α′

∑
n ̸=0

1

n
αne

−inτ (einσ + e−inσ)

= x0 +
1

2

√
2α′α0(τ + σ) +

1

2

√
2α′α0(τ − σ) + i

1

2

√
2α′

∑
n̸=0

1

n
αne

−inτ (e−inσ + einσ)
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とかけるので、

fL(τ + σ) =
1

2
x0 +

√
α′

2
α0(τ + σ) + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
αne

−inτe−inσ

fR(τ − σ) =
1

2
x0 +

√
α′

2
α0(τ − σ) + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
αne

−inτeinσ

ただし、x0 の項は定数 c0 を付けた x0 + c0 と x0 − c0 の和でもいいので

fL(τ + σ) =
1

2
(x0 + c0) +

√
α′

2
α0(τ + σ) + i

√
α′

2

∑
n̸=0

1

n
αne

−inτe−inσ

fR(τ − σ) =
1

2
(x0 − c0) +

√
α′

2
α0(τ − σ) + i

√
α′

2

∑
n ̸=0

1

n
αne

−inτeinσ

と書けます。

　X(τ, σ)に対応する運動量は

p =
1

2πα′

∫ π

0

dσ
∂X

∂τ

=
1

2πα′

∫ π

0

dσ(
√
2α′α0 + i

√
2α′

∑
n ̸=0

αne
−inτ cosnσ)

=
1

2α′

√
2α′α0 + i

√
2α′

∑
n ̸=0

αne
−inτ

∫ π

0

dσ cosnσ

=
1√
2α′

α0

開弦でも円の周期性から pは

p =
m

R

と離散化されています。コンパクト化で変更されるのはこの部分だけです。X(τ, σ)は pを使って書けば

X(τ, σ) = x0 + 2α′pτ + i
1

2

√
2α′

∑
n ̸=0

1

n
αne

−inτ (einσ + e−inσ)

これの T双対変換を行います。

　 fL, fR に閉弦の場合で求めた T双対変換 (7)を適用してみます。変換は右進行 fR の符号を反転させることな

ので、X の変換後の X̃ は
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X̃(τ, σ) = fL(τ + σ)− fR(τ − σ)

= c+
1

2
2α′p(τ + σ)− 1

2
2α′pα0(τ − σ) + i

1

2

√
2α′

∑
n ̸=0

1

n
αne

−inτ (e−inσ − einσ)

= c+ 2α′pσ + i
√
2α′

∑
n̸=0

1

n
αne

−inτ sinnσ

となります。これから分かるのは、cosが sinになっていることと、コンパクト化した次元の運動量が

p̃ =
1

2πα′

∫ π

0

dσ
∂X̃

∂τ
= 0

となり、消えていることです (τ の 1次の項がないことに対応し、振動運動をする)。cosが sinになるのは下の補足

で示しているように、境界条件をディリクレ境界条件にして波動方程式を解いた場合です。このときの境界条件は

X̃(τ, 0) = c , X̃(τ, π) = c+ 2πα′p

となっていて、差を見てみると

X̃(τ, π)− X̃(τ, 0) = 2πα′p

= 2πα′m

R

= 2mπR̃

X̃(τ, π) = X̃(τ, 0) + 2mπR̃

これと閉弦での周期性とを比べれば分かるように、半径 R̃の円に対する巻き数mが現れています。

　このように、Ｔ双対変換はノイマン境界条件の開弦に対して

ノイマン境界条件 ⇒ ディリクレ境界条件

運動量あり、巻き数なし ⇒ 運動量なし、巻き数あり

とします (ディリクレ境界条件の弦ではノイマン境界条件にする)。そして、弦の 25番目の座標X(τ, σ)に対する

ディリクレ境界条件はその座標の両端を固定しますが、その固定している点は 25次元 (空間次元 24+時間次元 1)

の平面上 (25次元超平面)にあります。これは 3次元で言えば、弦の両端を固定するとき、2次元平面上に固定す

る点がいるのと同じです。

　通常の弦の振動の話から、弦の両端を固定するときには固定する先の対象も考慮する必要があります (エネル

ギー保存のため)。このため開弦の話ではノイマン境界条件で行っていました。しかし、T双対変換の相方として

ディリクレ境界条件が出てきたので簡単に無視出来ず、弦を固定している 25次元超平面を何かしらの物体として

扱う必要性があります。この 25次元超平面のことをDブレーン (D-brane)と呼んでいます。Dは今の話から分か
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るようにDirichletのDです (D-brainはDirichlet brane)。Dブレ－ンにはそれが何次元かで区別する表記が使わ

れていて、一般的には Dpブレーン (Dp-brane)と書かれ、pには時間を抜いた次元が入ります。今の場合は D24

ブレーンです。

　また、当然ですが 25番目の次元以外にはノイマン境界条件が使われているので、p = 24はノイマン境界条件

が使われている次元の数になっています。そして、複数の次元で T双対変換を行ったとすれば、pはノイマン境

界条件が使われている次元の数、D− p− 1はディリクレ境界条件が使われている次元の数となります。このよう

に、T双対変換は Dブレーンの次元を変化させます。

・補足

　ディリクレ境界条件での波動方程式の解を求めます。ディリクレ境界条件

δXµ(τ, 0) = δXµ(τ, π) = 0

は τ 微分で書けば

∂Xµ(τ, σ)

∂τ
|σ=0 =

∂Xµ(τ, σ)

∂τ
|σ=π = 0

なので、定数 xµ
0 によって

Xµ(τ, σ)|σ=0 = Xµ(τ, σ)|σ=π = xµ
0

とします。この条件で波動方程式を解きます。解の形は重ねあわせから

Xµ(τ, σ) =
1

2
(fµ(τ + σ) + gµ(τ − σ))

として、これに条件を入れれば

Xµ(τ, 0) =
1

2
(fµ(τ) + gµ(τ)) = xµ

0 ⇒ gµ(τ) = 2xµ
0 − fµ(τ)

となるので

Xµ(τ, σ) = 2xµ
0 +

1

2
(fµ(τ + σ)− fµ(τ − σ))

σ = πでは

Xµ(τ, π) = xµ
0 +

1

2
(fµ(τ + π)− fµ(τ − π)) = x0

から

fµ(τ + π) = fµ(τ − π)

となり、fµ は 2πの周期性を持ちます。周期 2πを持つので fµ(τ ± σ)のフーリエ展開は
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fµ(u) = aµ0 +

∞∑
n=1

(aµn cosnu+ bµn sinnu) (v = τ + σ)

fµ(v) = aµ0 +
∞∑

n=1

(aµn cosnv + bµn sinnv) (v = τ − σ)

加法定理

sin(x± y) = sinx cos y ± cosx sin y

cos(x± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y

から、これで周期性を満たしていることが確かめられます。これらを入れることで

Xµ(τ, σ) = xµ
0 +

1

2

(
aµ0 +

∞∑
n=1

(aµn cosnu+ bµn sinnu)− aµ0 −
∞∑

n=1

(aµn cosnv + bµn sinnv)
)

= xµ
0 +

1

2

∞∑
n=1

(aµn cosnu+ bµn sinnu− aµn cosnv − bµn sinnv)

加法定理を使えば

aµn cosu+ bµn sinu− aµn cos v − bµn sin v

= aµn(cos τ cosσ − sin τ sinσ) + bµn(sin τ cosσ + cos τ sinσ)

− aµn(cos τ cosσ + sin τ sinσ)− bµn(sin τ cosσ − cos τ sinσ)

= − 2aµn sin τ sinσ + 2bµn cos τ sinσ

なので

Xµ(τ, σ) = xµ
0 +

∞∑
n=1

(−aµn sinnτ + bµn cosnτ) sinnσ

三角関数は

cµn = bµn − iaµn

cµne
−inτ = bµn cos(nτ)− aµn sin(nτ)− i(aµn cos(nτ) + bµn sin(nτ))

(cµne
−inτ )∗ = bµn cos(nτ)− aµn sin(nτ) + i(aµn cos(nτ) + bµn sin(nτ))

から
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−aµn cos(nτ) + bµn sin(nτ) =
1

2
((cµne

−inτ )∗ + cµne
−inτ )

として

Xµ(τ, σ) = xµ
0 +

1

2

∞∑
n=1

((cµne
−inτ )∗ + cµne

−inτ ) sinnσ

これに

1

2
(cµne

−inτ + cµ∗n einτ ) =

√
2α′
√
n

(aµne
−inτ + aµ∗n einτ )

αµ
n = aµn

√
n , αµ

−n = aµ∗n
√
n (n ≥ 1)

を使うことで

Xµ(τ, σ) = xµ
0 +

√
2α′

∞∑
n=1

1

n
(αµ

ne
−inτ + αµ

−ne
inτ ) sinnσ

これは

∞∑
n=1

1

n
(αµ

ne
−inτ + αµ

−ne
inτ ) sinnσ =

∞∑
n=1

1

n
αµ
ne

−inτ sinnσ +

−∞∑
n=−1

1

n
αµ
ne

−inτ sinnσ

=
∑
n ̸=0

1

n
αµ
ne

−inτ sinnσ

なので

Xµ(τ, σ) = xµ
0 +

√
2α′

∑
n̸=0

1

n
αµ
ne

−inτ sinnσ

となります。

　というわけで、ディリクレ境界条件では sinが出てきます。なので、両端の条件として

Xµ(τ, 0) = c , Xµ(τ, π) = c+ 2α′pπ

とすれば

Xµ(τ, σ) = c+ 2α′pσ +
√
2α′

∑
n ̸=0

1

n
αµ
ne

−inτ sinnσ

となって、上での結果と一致します。
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