
時空での超対称性

時空上の超対称性によってフェルミオンを加えます。一般化した状況ではやらずに、4次元でスピノールはマヨラ
ナスピノールだとします。
ここでは場の量子論での「Wess-Zuminoモデル」と「超ポアンカレ代数」で求めたものを使っています。
作用を作った後は超対称性変換に対して不変であることを確かめてるだけです。
添え字がゴチャゴチャしているので気をつけてください。

　最初に超空間 (superspace)を導入します。超空間は 4次元時空の座標 xµにグラスマン数の座標を加えたもので
す。θaをグラスマン数とすれば (aは 1, 2, 3, 4)、超空間の座標を (xµ, θa)で与えます。ミンコフスキー空間の平行
移動はポアンカレ代数の中にいるので、それにグラスマン数 (スピノール)を加えた超空間での平行移動は超ポア
ンカレ代数によると考えます。
　超ポアンカレ代数の生成子は、通常の平行移動の生成子 Pµ、ローレンツ変換の生成子 Jµν、超対称性変換の生
成子の Qa です。簡単のために超対称性変換の生成子は 1つにしています (N = 1の超対称性)。無限小変換を考
えたとき、xµ, θaを平行移動させる生成子は PµとQaのはずなので、これらを expに乗せた変換を超空間の平行
移動とします。超空間上の場 F (xµ, θ)の平行移動の変換は通常の平行移動と同じように考えて

F (xµ + δxµ, θa + δθa) = e−iϵQe−iaµPµF (xµ, θ)eia
µPµeiϵQ

aµ は通常の数、ϵは定数のグラスマン数です (ϵ = ϵ†γ0)。ちなみに例えば「生成子・ポアンカレ群」と符号が変
わっていますが定義上の差でしかないです。ただし、符号が反転する箇所もあります。
　実際にこれでどのような平行移動になっているのかは、F (0, 0)から F (xµ + δxµ, θa + δθa)への変換

exp[−iaµPµ − iϵQ] exp[−ixµPµ − iθQ]

から分かります。これは平行移動の形はハウスドルフの公式

eAeB = exp
[
A+B +

1

2
[A,B] + · · ·

]
から

e−iaµPµe−ixµPµ = e−i(xµ+aµ)Pµ ⇒ xµ + aµ

と求められるからです。同じようにハウスドルフの公式を使って計算してみると、超対称性変換 (場の量子論の
「超ポアンカレ代数」参照)を使って
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exp[−iaµPµ − iϵQ] exp[−ixµPµ − iθQ]

≃ exp[−ixµPµ − iaµPµ − iθQ− iϵQ+
1

2
[iaµPµ + iϵQ, ixνPν + iθQ]]

= exp[−ixµPµ − iaµPµ − iθQ− iϵQ+
1

2
[iϵQ, iθQ]] ([Pµ, Pν ] = 0 , [Qa, Pµ] = 0)

= exp[−ixµPµ − iaµPµ − iθQ− iϵQ− 1

2
(ϵQθQ− θQϵQ)]

= exp[−ixµPµ − iaµPµ − iθQ− iϵQ− 1

2
(−ϵaθbQaQb − ϵaθbQbQa)] (θaϵb = −ϵbθa)

= exp[−ixµPµ − iaµPµ − iθQ− iϵQ+
1

2
ϵaθb(QaQb +QbQa)]

= exp[−ixµPµ − iaµPµ − iθQ− iϵQ+
1

2
ϵaθb{Qa, Qb}]

= exp[−ixµPµ − iaµPµ − iθQ− iϵQ+ ϵaθb(γ
µC)abPµ] ({Qa, Qb} = 2(γµC)abPµ)

= exp[−i(xµ + aµ + iϵa(γ
µC)abθb)Pµ − i(θ + ϵ)Q]

C は荷電共役演算子です。これから超空間の平行移動は

xµ ⇒ xµ + aµ + iϵa(γ
µC)abθb

θa ⇒ θa + ϵa

となっていることが分かります。ϵ, θを 4成分マヨラナスピノールとして、Cθ
T
= θC = θ (T は転置 )とすれば

iϵa(γ
µC)abθb = iϵγµCθ

T
= iϵγµθC = iϵγµθ

なので、4成分マヨラナスピノールに対する平行移動は

xµ ⇒ xµ + aµ + iϵγµθ (1a)

θa ⇒ θa + ϵa (1b)

グラスマン数を 2つ含む項は普通の数として扱えます。時空の平行移動だけでなく、グラスマン数の平行移動も加
えているので、ねじれた平行移動と表現されたりします。
　同様に 2成分マヨラナスピノールでも出来ます。2成分マヨラナスピノール ϵA, ϵȦ ((ϵA)

† = ϵȦ)を使って

exp[−iaµPµ − iϵAQA − iϵȦQ
Ȧ
]

とします (A, Ȧ = 1, 2)。内積は

ϵQ = ϵAQA , ϵQ = ϵȦQ
Ȧ

と定義し、添え字の上げ下げは
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χA = ϵABχB , χȦ = ϵȦḂχḂ

ϵAB = −ϵAB = ϵȦḂ = −ϵȦḂ , ϵ12 = −ϵ12 = ϵ1̇2̇ = −ϵ1̇2̇ = −1

で行います。これも同じようにすると (θ, ϵは 2成分マヨラナスピノール )

exp[−iaµPµ − iϵQ− iϵQ] exp[−ixµPµ − iθQ− iθQ]

= exp[−i(xµ + aµ)Pµ − i(θ + ϵ)Q− i(θ + ϵ) +
1

2
[iϵQ+ iϵQ, iθQ+ iθQ]]

= exp[−i(xµ + aµ)Pµ − i(θ + ϵ)Q− i(θ + ϵ) +
1

2
[iϵQ, iθQ] +

1

2
[iϵQ, iθQ]]

= exp[−i(xµ + aµ)Pµ − i(θ + ϵ)Q− i(θ + ϵ)− 1

2
(ϵQθQ− θQϵQ)− 1

2
(ϵQθQ− θQϵQ)]

= exp[−i(xµ + aµ)Pµ − i(θ + ϵ)Q− i(θ + ϵ)

− 1

2
(θAϵḂQ

Ḃ
QA + θAϵḂQAQ

Ḃ
)− 1

2
(θȦϵ

BQBQ
Ȧ
+ θȦϵ

BQ
Ȧ
QB)]

= exp[−i(xµ + aµ)Pµ − i(θ + ϵ)Q− i(θ + ϵ)− 1

2
θAϵḂ{QA, Q

Ḃ} − 1

2
θȦϵ

B{QȦ
, QB}]

= exp[−i(xµ + aµ)Pµ − i(θ + ϵ)Q− i(θ + ϵ) +
1

2
θAϵḂ{QA, QḂ}+

1

2
θ
Ȧ
ϵB{QȦ, QB}]

= exp[−i(xµ + aµ)Pµ − i(θ + ϵ)Q− i(θ + ϵ)Q+ θAϵḂ(σµ)AḂPµ + θ
Ȧ
ϵB(σµ)BȦPµ]

= exp[−i(xµ + aµ + iθA(σµ)AḂϵ
Ḃ − iϵB(σµ)BȦθ

Ȧ
)Pµ − i(θ + ϵ)Q− i(θ + ϵ)]

途中で使っている関係は

χAηA = −χAη
A , χȦη

Ȧ = −χȦηȦ

{QA, QḂ} = 2(σµ)AḂPµ

[QA, Pµ] = 0 , [QȦ, Pµ] = 0 , {QA, QB} = {QȦ, QḂ} = 0

[θQ, ϵQ] = θQϵQ− ϵQθQ = −θAϵBQAQB − θAϵBQBQA = −θAϵB{QA, QB} = 0

[θQ, ϵQ] = 0

σµ = (σ0, σi)

σi はパウリ行列で、σ0 は単位行列です。というわけで、2成分マヨラナスピノールでの平行移動は

xµ ⇒ xµ + aµ + iθσµϵ− iϵσµθ (θA(σµ)AḂϵ
Ḃ = θσµϵ)

θ ⇒ θ + ϵ

θ ⇒ θ + ϵ

このように超対称性変換は超空間の平行移動となっています。
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　まずは粒子の場合を見ていきます。作用は「相対論的な弦」の補足で示した

1

2

∫ τf

τi

dτ λ−1(τ)ẋ2

を使います (質量は 0にします)。λ(τ)は未定乗数で、1次元の計量に対応します。これから超対称性変換に対し
て不変になるように項を加えます。4成分マヨラナスピノールでの超対称性変換の形 (超空間の平行移動)(1a),(1b)
から

−iθγµθ̇

という項を ẋに加えれば (4元ベクトルになっている)、超対称性変換に対して不変になります。実際に、ϵは定数
なので、変換によって

ẋ ⇒ ẋµ + iϵγµθ̇

−iθγµθ̇ ⇒ −i(θ + ϵ)γµθ̇ = −iθγµθ̇ − iϵγµθ̇

となって、余計な項が打ち消しあいます。よって、超対称性変換に対して不変な作用は

S =
1

2

∫ τf

τi

dτ λ−1(ẋµ − iθγµθ̇)(ẋν − iθγν θ̇)ηµν =
1

2

∫ τf

τi

dτ λ−1ΠµΠνηµν

このようにボソンの点粒子 (座標)から、超対称性変換で繋がっている時空上のスピノールの座標が導入されます。
これは、ミンコフスキー空間上のボソンの粒子から、超空間上の超対称性を持った粒子になったということです。
　これの xµ に対する運動方程式は、オイラー・ラグランジュ方程式から

d

dτ
(λ−1(ẋµ − iθγµθ̇)) =

d

dτ
(λ−1Πµ) = 0

θの運動方程式は θでのオイラー・ラグランジュ方程式から出てきます。グラスマン数の微分は左から作用するよ
うに定義して、θ微分は

−2iλ−1γµθ̇(ẋν − iθγν θ̇)ηµν = −2iλ−1γµθ̇Πνηµν

なので、θの運動方程式として

ηµνΠ
µγν θ̇ = 0

λはそのままで

ΠµΠνηµν = 0

というわけで、運動方程式として
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d

dτ
(λ−1Πµ) = 0 (2a)

ηµνΠ
µγν θ̇ = 0 (2b)

ΠµΠνηµν = 0 (2c)

この運動方程式 (2c)と ΠµγµΠ
νγν = −Π2 から

ΠµγµΠ
νγν = −Π2 = −ΠµΠνηµν = 0

一応注意ですが、計量が ηµν = (+1,−1,−1,−1)では pµγ
µpνγ

ν = p2 ですが、ηµν = (−1,+1,+1,+1)では符号
が反転します。この ΠµγµΠ

νγν = 0のために、(2b)での方程式の数が減るので θの自由度が落ちます (固有値方
程式と見たとき Πµγµは固有値 0を持ち、逆行列がない )。自由度が落ちるというのは弦でも必要な性質で、この
θの自由度を落とす性質は、局所的な対称性である κ対称性 (カッパー対称性)によります。
　 κ対称性を使う話はしないですが必要な対称性なので、簡単に変換だけを見ておきます。κ対称性は

δκθ = iγµΠµκ (3a)

δκx
µ = iθγµδκθ (3b)

δκλ = −4λ(
d

dτ
θ)κ (3c)

という変換です。κはマヨラナスピノールで、τ に依存しています。この変換に対して Πµ は

δκΠ
µ = δκ(ẋ

µ − iθγµθ̇) = δκẋ
µ − iδκθγ

µθ̇ − iθγµδκθ̇

= i
d

dτ
(δκx

µ)− iδκθγ
µθ̇ − iθγµδκθ̇

= i(
d

dτ
θ)γµδκθ + iθγµδκθ̇ + iθ̇γµδκθ − iθγµδκθ̇ (θ̇ =

d

dτ
θ)

= 2i(
d

dτ
θ)γµδκθ

= − 2(
d

dτ
θ)γµγνΠνκ

δκθもマヨラナスピノールなので、ηγµχ = −χγµηから、δκθγµθ̇ = −θ̇γµδκθとなります。よってΠµΠµの変換は

δκ(Π
µΠµ) = ΠµδΠ

µ +ΠµδΠµ

= − 2Πµ(
d

dτ
θ)γµγνΠνκ− 2Πµ(

d

dτ
θ)γµγ

νΠνκ

= − 2(
d

dτ
θ)Πµγ

µγνΠνκ− 2(
d

dτ
θ)Πµγµγ

νΠνκ

= − 2(
d

dτ
θ)ΠµΠµκ− 2(

d

dτ
θ)ΠµΠµκ

= − 4ΠµΠµ(
d

dτ
θ)κ
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これを使うことで、作用の変換は

δκ(λ
−1ΠµΠµ) = δλ−1ΠµΠµ + λ−1δ(ΠµΠµ)

= − λ−2(δλ)ΠµΠµ − 4λ−1ΠµΠµ(
d

dτ
θ)κ

= 4λ−1ΠµΠµ(
d

dτ
θ)κ− 4λ−1ΠµΠµ(

d

dτ
θ)κ

= 0

となるので、作用は κ対称性を持っています。κ対称性は簡単に言えば θに対するゲージ自由度です。
　粒子の話は終わりにして弦に移ります。最初に小文字のローマ文字をスピノール成分にしていましたが、これ
以降は世界面の添え字に使います (ここでは a = 0, 1より a = 1, 2の方が見やすい気がするので a = 1, 2にしま
す )。ポリヤコフ作用

S = − 1

2π

∫
dτ

∫
dσ

√
−ggab∂aXµ∂bX

νηµν

に対して同じことをします。超対称性変換に対して不変になるように

Πµ
a = ∂aX

µ − iθγµ∂aθ

と与えます (4元ベクトル)。Xµ は座標なので、超対称性変換は (1a),(1b)と同じで

Xµ ⇒ Xµ + iϵγµθ (4a)

θ ⇒ θ + ϵ (4b)

θ ⇒ θ + ϵ (4c)

なので

∂aX
µ ⇒ ∂a(X

µ + iϵγµθ) = ∂aX
µ + iϵγµ∂aθ

iθγµ∂aθ ⇒ i(θ + ϵ)γµ∂a(θ + ϵ) = iθγµ∂aθ + iϵγµ∂aθ

これらから分かるように、Πµ
a は変換に対して不変になっています。よって超対称性を持った作用は

S1 = − 1

2π

∫
dτ

∫
dσ

√
−ggabΠµ

aΠ
ν
bηµν

となります。しかし、これだと κ対称性を持っていないので、κ対称性を持つように項を加えます。それは

S2 =
1

π

∫
dτ

∫
dσϵab(−i∂aXµ(θ

1
γν∂bθ

1 − θ
2
γν∂bθ

2) + θ
1
γµ∂aθ

1θ
2
γν∂bθ

2)ηµν

となっていて、全体の作用は S1 + S2 となります。θiの添え字は超対称性変換の区別で i = 1, 2としています。κ
対称性を持つには超対称性は最大で 2つまでしか取れないです (N = 2の超対称性)。N = 1にするには 2の項を
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消せばいいです。ϵabはレヴィ・チビタ記号 ϵ12 = +1で、これはテンソル密度です。テンソル密度はテンソル T ab

による

√
−gT ab

と同じ変換をするので、パラメータ変換に対して不変になっています。gabを含んでいないので、S2はエネルギー・
運動量テンソルに影響しません。このように超対称性がN = 2になるので、Πµ

a も

Πµ
a = ∂aX

µ − iθ
i
γµ∂aθ

i

とします。i = 1, 2で、超対称性変換の区別です (a, b, . . .は世界面の添え字で、i, j, . . .は超対称性の添え字にしま
す )。これも同じ添え字は和を取ります。
　 κ対称性の変換の形だけを示せば

δκX
µ = iθ

i
γµδκθ

i

δκθ
i = 2iγµΠ

µ
aκ

ia

δκ
√
−ggab = −16

√
−g

(
(P−)

a
cg

cdκ1b∂dθ
1 + (P+)

a
cg

cdκ2b∂dθ
2
)

(P±)
a
b は

(P±)
a
b =

1

2
(δab ± ϵacgcb√

−g
)

としています。κia には (P±)
a
b による

κ1a = (P−)
a
bκ

1b , κ2a = (P+)
a
bκ

2b

という条件を与えています。この変換で、例えば Πµ
a は

δκΠ
µ
a = ∂aδκX

µ − iδκθγ
µ∂aθ − iθγµ∂aδκθ

= i∂a(θγ
µδκθ)− iδκθγ

µ∂aθ − iθγµ∂aδκθ

= i(∂aθ)γ
µδκθ + iθγµ∂aδκθ − iδκθγ

µ∂aθ − iθγµ∂aδκθ

= i(∂aθ)γ
µδκθ − iδκθγ

µ∂aθ

= − iδκθγ
µ∂aθ − iδκθγ

µ∂aθ

= − 2iδκθγ
µ∂aθ

= 2i∂aθγ
µδκθ

となっています。κ対称性を持っていることを直接確かめるのはかなり面倒です。
　このようにして時空の超対称性を使ってフェルミオン (スピノール)を導入する方法をGreen-Schwarz(GS)形式
と言います。4次元のマヨラナスピノールとしていますが、他の場合でも同じ形になります。世界面上での超対称
性を使った RNS形式、時空上での超対称性を使ったGS形式ということで、どちらも超対称性によってフェルミ
オンを加えています。このため、これらを超弦理論 (superstring theory)と言います。使い方に違いがある場合も
ありますが、超空間上を動く弦ということから、このときの弦を超弦 (superstring)と言います。「世界面上での超
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対称性」では超空間を導入せずに行いましたが、世界面での超空間を考えることで RNS形式の作用を作ることが
出来ます。
　ここからはダラダラと計算していくだけです。S2が超対称性変換に対して不変であることを確かめます。S2の
変換は (4a–4c)を δで表せば

δS2 =
1

π

∫
dτ

∫
dσϵab

(
− i∂aδX

µ(θ
1
γν∂bθ

1 − θ
2
γν∂bθ

2)

− i∂aX
µ(δθ

1
γν∂bθ

1 + θ
1
γν∂bδθ

1 − δθ
2
γν∂bθ

2 − θ
2
γν∂bδθ

2)

+ δθ
1
γµ∂aθ

1θ
2
γν∂bθ

2 + θ
1
γµ∂aδθ

1θ
2
γν∂bθ

2

+ θ
1
γµ∂aθ

1δθ
2
γν∂bθ

2 + θ
1
γµ∂aθ

1θ
2
γν∂bδθ

2
)
ηµν

θ1 と θ2 の部分は同じになっているので、θ1 の方を見ていきます。第一項は

−i(∂aδXµ)θ
1
γν∂bθ

1 = ϵ1γµ(∂aθ
i)θ

1
γν∂bθ

1

第二項は

−i∂aXµ(δθ
1
γν∂bθ

1 + θ
1
γν∂bδθ

1) = −i∂aXµ(ϵ1γν∂bθ
1 + θ

1
γν∂bϵ

1) = −i∂aXµϵ1γν∂bθ
1

第三項と第四項は

δθ
1
γµ∂aθ

1θ
2
γν∂bθ

2 = ϵ1γµ∂aθ
1θ

2
γν∂bθ

2

θ
1
γµ(∂aδθ

1)θ
2
γν∂bθ

2 = 0

なので、δS2 に出てくる項は

ϵ1γµ(∂aθ
i)θ

1
γν∂bθ

1 − ϵ1γµ(∂aθ
1)θ

2
γν∂bθ

2

− i∂aX
µϵ1γν∂bθ

1 + i∂aX
µϵ2γν∂bθ

2

ϵ1γµ∂aθ
1θ

2
γν∂bθ

2 + θ
1
γµ∂aθ

1ϵ2γν∂bθ
2

2番目のは

∂aX
µϵ1γν∂bθ

1 = ∂a(X
µϵ1γν∂bθ

1)−Xµϵ1γν∂a∂bθ
1

これの第一項は表面積分で落ち、第二項は ϵab が反対称なので消えます。一番目のは

ϵiγµ(∂aθ
i)θ

1
γν∂bθ

1 = ϵ1γµ(∂aθ
1)θ

1
γν∂bθ

1 + ϵ2γµ(∂aθ
2)θ

1
γν∂bθ

1

これの第二項は三番目での
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(θ
1
γµ∂aθ

1)(ϵ2γν∂bθ
2) = ϵ2γν(∂bθ

2)θ
1
γµ∂aθ

1

と打ち消しあいます (ϵab の反対称性で符号が反転する)。よって、一番目での

ϵ1γµ(∂aθ
1)θ

1
γν∂bθ

1 − ϵ2γµ(∂aθ
2)θ

2
γν∂bθ

2

という項が消えずに残ります。というわけで、δS2 は

δS2 =
1

π

∫
dτ

∫
dσϵab(ϵ1γµ(∂aθ

1)θ
1
γν∂bθ

1 − ϵ2γµ(∂aθ
2)θ

2
γν∂bθ

2)ηµν (5)

これは消えるようには見えませんが、消すことが出来ます。第一項と第二項で同じことをするので第一項を見て
いきます。
　まず、これに表面積分で落ちる項

−1

3
ϵab∂a

(
(ϵ1γµθ1)(θ

1
γµ∂bθ

1)
)

= − 1

3
ϵab

(
(ϵ1γµ∂aθ

1)(θ
1
γµ∂bθ

1) + (ϵ1γµθ1)(∂aθ
1
γµ∂bθ

1) + (ϵ1γµθ1)(θ
1
γµ∂a∂bθ

1)
)

= − 1

3
ϵab(ϵ1γµ(∂aθ

1)θ
1
γµ∂bθ

1)− 1

3
ϵab(ϵ1γµθ1)(∂aθ

1
γµ∂bθ

1)

を加えます (2行目の第三項は ϵab の反対称性で消える)。i = 2でも同様のものを加えます。δS2 にこれを加える
ことで

ϵabϵ1γµ(∂aθ
1)θ

1
γµ∂bθ

1 − 1

3
ϵab(ϵ1γµ(∂aθ

1)θ
1
γµ∂bθ

i)− 1

3
ϵab(ϵ1γµθ1)(∂aθ

1
γµ∂bθ

1)

=
1

3
ϵab(2ϵ1γµ(∂aθ

1)θ
1
γµ∂bθ

1 − (ϵ1γµθ1)(∂aθ
1
γµ∂bθ

1))

なので、ϵab を展開していくと
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ϵ1
(
2ϵabγµ(∂aθ

1)θ
1
γµ∂bθ

1 − ϵabγµθ1(∂aθ
1
γµ∂bθ

1)
)

= ϵ1
(
2γµ(∂1θ

1)θ
1
γµ∂2θ

1 − 2γµ(∂2θ
1)θ

1
γµ∂1θ

1

− γµθ1(∂1θ
1
)γµ(∂2θ

1) + γµθ1(∂2θ
1
)γµ(∂1θ

1)
)

= ϵ1
(
2γµ(∂1θ

1)θ
1
γµ(∂2θ

1)− 2γµ(∂2θ
1)θ

1
γµ(∂1θ

1)

− γµθ1(∂1θ
1
)γµ(∂2θ

1) + γµθ1(∂2θ
1
)γµ(∂1θ

1)
)

= ϵ1
(
2γµ(∂1θ

1)θ
1
γµ(∂2θ

1)

+ 2γµ(∂2θ
1)(∂1θ

1
)γµθ

1 − 2γµ(∂2θ
1)(∂1θ

1
)γµθ

1 − 2γµ(∂2θ
1)θ

1
γµ(∂1θ

1)

+ 2γµθ1(∂2θ
1
)γµ(∂1θ

1)− γµθ1(∂2θ
1
)γµ(∂1θ

1)

− γµθ1(∂1θ
1
)γµ(∂2θ

1)
)

= ϵ1
(
2
(
γµ(∂1θ

1)θ
1
γµ(∂2θ

1) + γµ(∂2θ
1)(∂1θ

1
)γµθ

1 + γµθ1(∂2θ
1
)γµ(∂1θ

1)
)

− 2γµ(∂2θ
1)
(
(∂1θ

1
)γµθ

1 + θ
1
γµ(∂1θ

1)
)
− γµθ1

(
(∂2θ

1
)γµ(∂1θ

1) + (∂1θ
1
)γµ(∂2θ

1)
))

第二項と第三項は θi がマヨラナスピノールなので

ξγµη = −ηγµξ

によって

(∂1θ
1
)γµθ

1 + θ
1
γµ(∂1θ

1) = (∂1θ
1
)γµθ

1 − (∂1θ
1
)γµθ

1 = 0

(∂2θ
1
)γµ(∂1θ

1) + (∂1θ
1
)γµ(∂2θ

1) = (∂2θ
1
)γµ(∂1θ

1)− (∂2θ
1
)γµ(∂1θ

1) = 0

となって消えます。面倒なのは第一項です。
　見やすくするために、第一項を

γµψ1ψγµψ2 + γµψ2ψ1γµψ + γµψψ2γµψ1 (6)

と書けば、ψ1, ψ, ψ2 が巡回していることが分かります。これを利用します。
　結果は同じなので、「Wess-Zuminoモデル」での Fierz恒等式をそのまま使うためにガンマ行列を

γµγν + γνγµ = +2ηµν

として、一旦計量を (+1,−1,−1,−1)にします。そうすると、Fierz恒等式は

(ξMη)(ψNχ) =
1

4

16∑
A=1

(ξMΓANχ)(ψΓ
Aη)

ΓA = 1, γµ, γµγ5, σ
µν , iγ5
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ΓA = 1, γµ,−γµγ5, σµν ,−iγ5 (σµν =
i

2
[γµ, γν ] µ < ν)

と与えられます。今の場合はM = γµ, N = γµ なので

(ξγµη)(ψγ
µχ)

= − 1

4

16∑
A=1

(ξγµΓAγ
µχ)(ψΓAη)

= − 1

4
(ξγµγ

µχψη + ξγµγνγ
µχψγνη − ξγµγνγ5γ

µχψγνγ5η + ξγµγ5γ
µχψγ5η +

1

2
ξγµγαβγ

µχψγαβη)

ガンマ行列は

γµγ
µ = 4 , γµγν = 2ηµν − γνγµ , γµγ5 = −γ5γµ , γ5γ5 = 1 , γ5 = iγ0γ1γ2γ3

σαβγµ は

(γαγβ − γβγα)γµ = (γαγβγµ − γβγαγµ)

= γα(2ηµβ − γµγβ)− γβ(2ηαµ − γµγα)

= 2ηµβγα − γαγµγβ − 2γβηαµ + γβγµγα

= 2ηµβγα − (2ηαµ − γµγα)γβ − 2γβηαµ + (2ηβµ − γµγβ)γα

= 2ηµβγα − 2ηαµγβ + γµγαγβ − 2γβηαµ + 2ηβµγα − γµγβγα

= 2ηµβγα − 2ηαµγβ − 2γβηαµ + 2ηβµγα + γµ[γα, γβ ]

なので、γµσαβγµ では

γµ(2η
µβγα − 2ηαµγβ − 2γβηαµ + 2ηβµγα + γµ[γα, γβ ])

= 2γβγα − 2γαγβ − 2γαγβ + 2γβγα + γµγ
µ[γα, γβ ]

= − 4γαγβ + 4γβγα + 4[γα, γβ ]

= − 4[γα, γβ ] + 4[γα, γβ ]

= 0

となって、消えます。そして、他の項は

ξγµγ
µχψη = 4ξχψη

ξγµγνγ
µχψγνη = ξ(2ηµν − γνγµ)γ

µχψγνη = −2ξγνχψγ
νη

ξγµγνγ5γ
µχψγνγ5η = −ξ(2ηµν − γνγµ)γ

µγ5χψγ
νγ5η = 2ξγνγ5χψγ

νγ5η

ξγµγ5γ
µχψγ5η = −4ξγ5χψγ5η
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となっているので、Fierz変換は

(ξγµη)(ψγ
µχ) = −(ξχψη − 1

2
ξγνχψγ

νη − 1

2
ξγνγ5χψγ

νγ5η − ξγ5χψγ5η) (7)

これの左辺の η, ψ, χを ψ1, ψ2, ψ3 に対応させて巡回させて

(ξγµη)(ψγ
µχ) + cycle = −(ξχψη − 1

2
ξγνχψγ

νη − 1

2
ξγνγ5χψγ

νγ5η − ξγ5χψγ5η) + cycle (8)

そうすると、左辺の巡回と右辺第二項の巡回は

(ξγµη)(ψγ
µχ) + (ξγµχ)(ηγ

µψ) + (ξγµψ)(χγ
µη)

(ξγνχ)(ψγ
νη) + (ξγνη)(χγ

νψ) + (ξγνψ)(ηγ
νχ)

となっているので、マヨラナスピノールでの関係 ξγµη = −ηγµξから

(ξγµη)(ψγ
µχ) + cyclic− 1

2
(ξγνχ)(ψγ

νη)− cyclic

= (ξγµη)(ψγ
µχ) + cyclic+

1

2
(ξγνχ)(ηγ

νψ) + cyclic

=
3

2
(ξγµη)(ψγ

µχ) +
3

2
(ξγµχ)(ηγ

µψ) +
3

2
(ξγµψ)(χγ

µη)

となって、(8)は

3

2
(ξγµη)(ψγ

µχ) + cyclic = −(ξχψη − 1

2
ξγνγ5χψγ

νγ5η − ξγ5χψγ5η) + cyclic (9)

　これの右辺第一項での巡回を見てみると

ξχψη + ξηχψ + ξψηχ

これの ψと ηを交換したときの巡回は

ξχηψ + ξηψχ+ ξψχη

この二つをマヨラナスピノールでの関係

ξη = ηξ

を使って足せば

(ξχψη + ξηχψ + ξψηχ) + (ξχηψ + ξηψχ+ ξψχη) = 2(ξχψη + ξηχψ + ξψηχ)

残っている第二項と第三項は、γµγ5 と γ5 での関係が

12



ξγµγ5η = ηγµγ5ξ , ξγ5η = ηγ5ξ

となっているので、同様です。これに対して左辺は、ψと ηを交換したときとは

ξγνχψγ
νη + ξγνηχγ

νψ + ξγνψηγ
νχ

ξγνχηγ
νψ + ξγνψχγ

νη + ξγνηψγ
νχ = −ξγνχψγνη − ξγνψηγ

νχ− ξγνηχγ
νψ

なので

(ξγνχψγ
νη + ξγνηχγ

νψ + ξγνψηγ
νχ) + (ξγνχηγ

νψ + ξγνψχγ
νη + ξγνηψγ

νχ) = 0 (10)

つまり、(9)と ψと ηを交換したものを足し合わせると、左辺は

(ξγµη)(ψγ
µχ) + (ξγµχ)(ηγ

µψ) + (ξγµψ)(χγ
µη)

+ (ξγµψ)(ηγ
µχ) + (ξγµχ)(ψγ

µη) + (ξγµη)(χγ
µψ) = 0

右辺は

−2(ξχψη − 1

2
ξγνγ5χψγ

νγ5η − ξγ5χψγ5η) + cyclic

よって

−2(ξχψη − 1

2
ξγνγ5χψγ

νγ5η − ξγ5χψγ5η) + cyclic = 0

というわけで、(9)から

(ξγµη)(ψγ
µχ) + cyclic = 0

となり、これが欲しかった結果です。
　この結果を (6)に使えば 0になることが分かるので、δS2は消えます。よって、超対称性に対して作用 S1 + S2

が不変になります。
　 4次元ではワイルスピノールだとすることでも消すことが出来ます。ワイルスピノールは条件

γ5ψ = ±ψ

によって与えられます。これを (7)の右辺の第三項と第四項に使うと

ξγνγ5χψγ
νγ5η = ξγνχψγ

νη

ξγ5χψγ5η = ξχψη

なので、(7)は
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(ξγµη)(ψγ
µχ) = (ξγνχ)(ψγ

νη)

そうすると、(5)での積分は

δS2 =
1

π

∫
dτ

∫
dσϵab(ϵ1γµ(∂aθ

1)θ
1
γν∂bθ

1 − ϵ2γµ(∂aθ
2)θ

2
γν∂bθ

2)ηµν

=
1

π

∫
dτ

∫
dσ(ϵ1γµ(∂1θ

1)θ
1
γν∂2θ

1 − ϵ1γµ(∂2θ
1)θ

1
γν∂1θ

1 − · · · )ηµν

=
1

π

∫
dτ

∫
dσ(ϵ1γµ(∂1θ

1)θ
1
γν∂2θ

1 − ϵ1γµ(∂1θ
1)θ

1
γν∂2θ

1 − · · · )ηµν

= 0

となるので、4次元でのワイルスピノールは超対称性を持ちます。ちなみに、4次元ではマヨラナ条件とワイル条
件を同時に与えることは出来ません。簡単に言えば、マヨラナ表現での γ5は純虚数で、そのときのマヨラナスピ
ノールは実数なので (「世界面上での超対称性」参照)、γ5ψ = ±ψとできないからです。
　他の次元でも δS2 = 0にできるものがあって、3次元でマヨラナスピノール、6次元でワイルスピノール、10次
元でマヨラナ-ワイルスピノールとなっています。マヨラナ-ワイルスピノールはマヨラナとワイルの条件を両方と
も与えたものです。重要なのは 10次元での場合なんですが、ガンマ行列の代数を 10次元に上げなくてはいけな
いので、取り合えず飛ばします。
　簡単に自由度の観点からマヨラナ-ワイルスピノールになる理由を言っておきます。超対称性を作るにはフェル
ミオンとボソンの自由度をあわせる必要があります。フェルミオンであるスピノールの自由度はD次元において
2D/2、ボソンである質量 0のゲージ場はD− 2の自由度を持ちます。そうすると、10次元においては、スピノー
ルは 32、ゲージ場は 8の自由度です。このためスピノールの自由度を落とす必要があります。マヨラナとワイル
の条件はそれぞれスピノールの自由度を半分にするので (スピノール成分の半分でもう半分が分かるようになるか
ら)、マヨラナとワイル両方の条件を与えれば、スピノールの自由度は 8に落ちて、ゲージ場と同じ自由度になり
ます。これが超対称性理論での自由度から見たマヨラナ-ワイルスピノールになる理由です。
　最後に運動方程式を求めます。計量 gab に対しては、「相対論的な弦」でのポリヤコフ作用の gab の運動方程式
を今の場合に合わせればいいだけで

Πµ
aΠ

ν
bηµν − 1

2
gabg

cdΠµ
cΠ

ν
dηµν = 0

　Xµ の運動方程式は、オイラー・ラグランジュ方程式によって、S1 から

−1

2
∂c(

√
−ggab ∂

∂(∂cXα)
(∂aX

µ − iθ
i
γµ∂aθ

i)(∂bX
ν − iθ

i
γν∂bθ

i))ηµν

= − 1

2
∂a(2

√
−ggab(∂bXν − iθ

i
γν∂bθ

i))ηµν

S2 からは

∂c
∂

∂(∂cXα)
(− i∂aX

µ(θ
1
γν∂bθ

1 − θ
2
γν∂bθ

2) + θ
1
γµ∂aθ

1θ
2
γν∂bθ

2)ηµν

= − i∂a(θ
1
γν∂bθ

1 − θ
2
γν∂bθ

2)ηµν

合わせると
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∂a(
√
−ggab(∂bXν − iθ

i
γν∂bθ

i) + ϵabi(θ
1
γν∂bθ

1 − θ
2
γν∂bθ

2))ηµν

= ∂a(
√
−ggab∂bXν − i

√
−ggabθiγν∂bθi + iϵabθ

1
γν∂bθ

1 − iϵabθ
2
γν∂bθ

2)ηµν

= ∂a(
√
−ggab∂bXν − i

√
−gδab gbdθ

i
γν∂bθ

i + iϵacgcbg
bdθ

1
γν∂bθ

1 − iϵacgcbg
bdθ

2
γν∂bθ

2)ηµν

= ∂a(
√
−ggab∂bXν

− i
√
−ggbd(δab − ϵacgcb√

−g
)θ

1
γν∂bθ

1 − i
√
−ggbd(δab +

ϵacgcb√
−g

)θ
2
γν∂bθ

2)ηµν

= ∂a
(√

−g
(
gab∂bX

ν − 2i(P−)
a
bθ

1
γν∂bθ

1 − 2i(P+)
a
bθ

2
γν∂bθ

2
))
ηµν

なので

∂a
(√

−g
(
gab∂bX

ν − 2i(P−)
a
bθ

1
γν∂bθ

1 − 2i(P+)
a
bθ

2
γν∂bθ

2
))

= 0

　 θ1 に対しては、θ
1
のオイラー・ラグランジュ方程式を使うことで、S1 から

−1

2

∂

∂θ
1 (
√
−ggab(∂aXµ − iθ

i
γµ∂aθ

i)(∂bX
ν − iθ

i
γν∂bθ

i)ηµν)

= − 1

2

√
−ggab(−iγµ∂aθ1(∂bXν − iθ

i
γν∂bθ

i) + (∂aX
µ − iθ

i
γµ∂aθ

i)(−iγν∂bθ1))ηµν

= − 1

2

√
−ggab(−iγµΠν

b∂aθ
1 − iγνΠµ

a∂bθ
1)ηµν

= − 1

2

√
−ggab(−iγµΠν

b∂aθ
1 − iγµΠν

b∂aθ
1)ηµν

= i
√
−ggabγµΠν

b∂aθ
1ηµν

= i
√
−ggabγµΠν

a∂bθ
1ηµν

= i
√
−gδab gbdγµΠν

a∂dθ
1ηµν

S2 からは
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∂

∂θ
1 ϵ

ab(− i∂aX
µ(θ

1
γν∂bθ

1 − θ
2
γν∂bθ

2) + θ
1
γµ(∂aθ

1)θ
2
γν∂bθ

2)ηµν

= ϵab(−i(∂aXµ)γν∂bθ
1 + γµ(∂aθ

1)θ
2
γν∂bθ

2)ηµν

= ϵab(−iγν(∂bθ1)(∂aXµ) + γν(∂aθ
1)θ

2
γµ∂bθ

2)ηµν

= ϵab(−iγν(∂bθ1)(∂aXµ)− γν(∂bθ
1)θ

2
γµ∂aθ

2)ηµν

= − iϵabγν(∂bθ
1)(∂aX

µ − iθ
2
γµ∂aθ

2)ηµν

= − iϵabγν(∂bθ
1)(∂aX

µ − iθ
i
γµ∂aθ

i)ηµν − iϵabγν(∂bθ
1)iθ

1
γµ∂aθ

1ηµν

= − iϵabγν(∂bθ
1)Πµ

aηµν + ϵabγν(∂bθ
1)θ

1
γµ∂aθ

1ηµν

= − iϵabΠµ
aγ

ν∂bθ
1ηµν + ϵabγν(∂bθ

1)θ
1
γµ∂aθ

1ηµν

= − iϵacgcbg
bdΠµ

aγ
ν∂dθ

1ηµν + ϵabγν(∂bθ
1)θ

1
γµ∂aθ

1ηµν

第二項は超対称性変換での δS2 の形 (5)と同じなので、消すことができます。そうすると

i
√
−gδab gbdγµΠν

a∂dθ
1ηµν − iϵacgcbg

bdΠµ
aγ

ν∂dθ
1ηµν

= i
√
−gγµΠν

a(δ
a
b − ϵacgcb√

−g
)gbd∂dθ

1ηµν

= i2
√
−gηµνγµΠν

a(P−)
a
bg

bd∂dθ
1

となるので

ηµνγ
µΠν

a(P−)
a
bg

bd∂dθ
1 = 0

θ2 でも同様です。この場合は S2 が

∂

∂θ
2 ϵ

ab(− i∂aX
µ(θ

1
γν∂bθ

1 − θ
2
γν∂bθ

2) + θ
1
γµ(∂aθ

1)θ
2
γν∂bθ

2)ηµν

= ϵab(i(∂aX
µ)γν∂bθ

2 + θ
1
γµ(∂aθ

1)γν∂bθ
2)ηµν

= iϵab((∂aX
µ)− iθ

1
γµ(∂aθ

1))γν∂bθ
2ηµν

= iϵab((∂aX
µ)− iθ

i
γµ(∂aθ

i))γν∂bθ
2ηµν − ϵabθ

2
γµ(∂aθ

2)γν(∂bθ
2)ηµν

= iϵabΠµ
aγ

ν∂bθ
2ηµν

= iϵacgcbg
bdΠµ

aγ
ν∂bθ

2ηµν

となるので、

i
√
−gδab gbdγµΠν

a∂dθ
2ηµν + iϵacgcbg

bdΠµ
aγ

ν∂dθ
2ηµν = i

√
−gγµΠν

a(P+)
a
bg

bd∂dθ
2
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よって

ηµνγ
µΠν

a(P+)
a
bg

bd∂dθ
2 = 0

まとめると、運動方程式は

Πa ·Πb −
1

2
gabg

cdΠc ·Πd = 0

∂a
(√

−g
(
gab∂bX

ν − 2i(P−)
a
bθ

1
γν∂bθ

1 − 2i(P+)
a
bθ

2
γν∂bθ

2
))

= 0

γ ·Πa(P−)
a
bg

bd∂dθ
1 = 0

γ ·Πa(P+)
a
bg

bd∂dθ
2 = 0

ηµνΠ
µ
aΠ

ν
b = Πa · Πb のように書いています。これらは非線形方程式になっていますが、光円錐ゲージを取ると簡

単な形になります。
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