
ガンマ行列～双線形～

スピノールとガンマ行列の組み合わせによる双線形形式 ψΓψに対するローレンツ変換を求めます。
計算をしていくだけなので、最後の結果だけ見ればいいです。
単位行列は 1としています。

　ガンマ行列からは 16個の独立な 4× 4行列 Γを定義することができます。それらは

• ΓS = 1

• ΓV
µ = γµ

• ΓT
µν = σµν = −σνµ (σµν =

i

2
[γµ, γν ] , µ ̸= ν)

• ΓP = iγ0γ1γ2γ3 = γ5 = γ5

• ΓA
µ = γ5γµ

ΓSは１個、ΓV
µ は４個 (µの成分の数)、ΓT

µνは６個 (µ, νの入れ替えで符号が変わるために、(µ, ν) = (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3))、
ΓP は１個、ΓA

µ は４個で合計 16個になって、これらが可能な全てのものです。Γの上についている Sはスカラー、
V はベクトル、T はテンソル、P は擬ベクトル、Aは軸性ベクトルを表しています。これは後で示します。
　まずは、この 16個が線形独立であることを確認します。そのために、Γnの関係を並べておきます。Γについて
る nは S, V, T, P,Aを表すとして

(a) (Γn)2 = ±1

(a1) (ΓS)2 = 1

(a2) (ΓV
µ )

2 = gµµ = ±1

(a3) (ΓT
µν)

2 = gµµgνν = ±1 (µ ̸= ν)

(a4) (ΓT
µν)

2 = 0 (µ = ν)

(a5) (ΓP )2 = 1

(a6) (ΓA
µ )

2 = −gµµ = ±1

(b) ΓnΓm = f lnmΓl (n ̸= m, Γl ̸= ΓS)

(c) ΓnΓm = −ΓmΓn

(d) tr(Γn) = 0

gµµ のように書いているのは、その成分をさしています (和を取らない)。(Γn)2 は内積ではないです。(b),(c)は
ΓS を除いた関係です。(d)では ΓV

µ Γ
V
ν も含み、f

l
nmは対応する係数です。(b),(c)は全ての場合を示すのは面倒な

ので、一部だけ示しています。
　 16個の Γn が実際に線形独立になっていることを示します。線形独立であるためには

∑
n

anΓ
n = 0 (1)

となるのが、an = 0のときであることを示せばいいです。
　 (1)が成立しているとします。(1)に ΓS 以外の Γmをかけてトレースを取ってみると、n = mと n ̸= mに分か
れて (tr[A+B] = trA+ trB)
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∑
n

antr(Γ
nΓm) = amtr((Γm)2) +

∑
n ̸=m

antr(f
l
nmΓl)

= amtr((Γm)2) +
∑
n ̸=m

anf
l
nmtr(Γl)

第 1項は (Γm)2 = ±1のトレースになり、第 2項のトレースは 0なので

∑
n

antr(Γ
nΓm) = ±4am

(1)から左辺は 0なので、am は 0です。
　 aS のときは、ΓS をかけて同様にすれば

∑
n

antr(Γ
SΓn) = aStr(Γ

S)2 +
∑
n ̸=S

antr(Γ
n) = 4aS

となるので、aS は 0です。よって、(1)を満たすのは an = 0のときなので線形独立です。
　次に、Γn を使って双線形 (bilinear)

ψ(x)Γnψ(x)

に対するローレンツ変換を求めます。これをカレントと呼んでいきます。Γn が γµ のときディラック方程式のカ
レントになっているからです。
　することは「ディラック方程式の共変性」でのスピノールの変換

ψ′(x′) = Sψ(x)

を使って変形していくだけです。「′」はローレンツ変換後のものとします。使う S の性質は

γ0S
†γ0 = S−1 (2)

• ΓS

　 ΓS = I のとき、ψ
′
(x′)ψ′(x′)なので

ψ
′
(x′)ψ′(x′) = ψ′†(x′)γ0ψ′(x′) = ψ†(x)S†γ0Sψ(x)

= ψ†(x)γ0γ0S†γ0Sψ(x)

= ψ†(x)γ0S−1Sψ(x)

= ψ†(x)γ0ψ(x)

= ψ(x)ψ(x)

よって、ψ(x)ΓSψ(x) = ψ(x)ψ(x)はローレンツ不変なスカラーです。スカラーであることは ψψは行列でな
いので当たり前ですが、次に見るように擬スカラーになる場合があります。
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• Γp = γ5

　 Γp では

ψ
′
(x′)γ5ψ

′(x′) = ψ†(x)S†γ0γ5Sψ(x) = ψ†(x)γ0γ0S
†γ0γ5Sψ(x) = ψ(x)S−1γ5Sψ(x)

γ5 は

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = − i

4!
ϵαβµνγ

αγβγµγν

なので、(2)を使って

S−1γ5S = − i

4!
ϵαβµνS

−1γαγβγµγνS

= − i

4!
ϵαβµνS

−1γαSS−1γβSS−1γµSS−1γνS

= − i

4!
ϵαβµνa

α
ργ

ρaβλγ
λaµσγ

σaνηγ
η

= − i

4!
ϵαβµνa

α
ρa

β
λa

µ
σa

ν
ηγ

ργλγσγη

ϵ0123 = −1としています。aµν の下付きの添え字は、例えば

ϵαβµνa
α
1a

β
0a

µ
2a

ν
3 = ϵβαµνa

β
1a

α
0a

µ
2a

ν
3 = −ϵαβµνaα0a

β
1a

µ
2a

ν
3

ϵαβµνa
α
1a

β
0a

µ
3a

ν
2 = −ϵαβµνaα0a

β
1a

µ
3a

ν
2 = +ϵαβµνa

α
0a

β
1a

µ
2a

ν
3

ϵαβµνa
α
0a

β
2a

µ
1a

ν
3 = ϵαµβνa

α
0a

µ
2a

β
1a

ν
3 = −ϵαβµνaα0a

β
1a

µ
2a

ν
3

ϵαβµνa
α
ia

β
ia

µ
2a

ν
3 = ϵβαµνa

β
ia

α
ia

µ
2a

ν
3 = −ϵαβµνaαia

β
ia

µ
2a

ν
3 = 0

このように、下付きの添え字の入れ替えがレヴィ・チビタ記号に対応しています。そうすると、行列式の定
義から (レヴィ・チビタ記号を ϵ0123 = −1としていることに注意)、aµν の行列式を det[a]として

det[a] = −ϵαβµνaα0a
β
1a

µ
2a

ν
3

と合わせれば
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ϵαβµνa
α
ρa

β
λa

µ
σa

ν
ηγ

ργλγσγη

= ϵαβµνa
α
0a

β
1a

µ
2a

ν
3γ

0γ1γ2γ3 + ϵαβµνa
α
0a

β
1a

µ
3a

ν
2γ

0γ1γ3γ2

+ ϵαβµνa
α
0a

β
2a

µ
1a

ν
3γ

0γ2γ1γ3 + ϵαβµνa
α
0a

β
2a

µ
3a

ν
1γ

0γ2γ3γ1

+ ϵαβµνa
α
0a

β
3a

µ
1a

ν
2γ

0γ3γ1γ2 + ϵαβµνa
α
0a

β
3a

µ
2a

ν
1γ

0γ3γ2γ1

+ · · ·

= − det[a]γ0γ1γ2γ3 + det[a]γ0γ1γ3γ2 + det[a]γ0γ2γ1γ3 − det[a]γ0γ2γ3γ1

− det[a]γ0γ3γ1γ2 + det[a]γ0γ3γ2γ1 + · · ·

= − det[a](γ0γ1γ2γ3 − γ0γ1γ3γ2 − γ0γ2γ1γ3 + γ0γ2γ3γ1

+ γ0γ3γ1γ2 − γ0γ3γ2γ1 + · · · )

= det[a]ϵρλσηγ
ργλγσγη

よって

S−1γ5S = − i

4!
ϵαβµνa

α
ρa

β
λa

µ
σa

ν
ηγ

ργλγσγη = − det[a]
i

4!
ϵρλσηγ

ργλγσγη

= det[a]γ5 (3)

から

ψ
′
(x′)γ5ψ

′(x′) = ψ(x)S−1γ5Sψ(x) = det[a]ψ(x)γ5ψ(x)

このように、det[a]がいるために、ローレンツ変換が det[a] = +1の properか det[a] = −1の improperか
で符号が変わります。+1ではスカラーとして変換されます。−1では擬スカラー（空間反転したときに符号
が反転するもの）と呼ばれます。

　実際に、空間反転は (improperなローレンツ変換）

P = γ0 exp(iϕ) , P−1 = γ0 exp(−iϕ)

と与えられ、これには γ0 があるため γ5 との交換関係から

P−1γ5P ⇒ γ0γ5γ
0 = −γ5γ0γ0 = −γ5

となり、符号が反転します。
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• ΓV = γν

　 (2)から

ψ
′
(x′)γνψ′(x′) = ψ(x)S−1γνSψ(x) = aνµψ(x)γ

µψ(x)

となり、これは 4元ベクトルのローレンツ変換そのものです。なので、ベクトルです。このため、ψγµψは
4元カレントとして扱えます。

• ΓP = γ5γ
ν

　 (2)と (3)から

ψ
′
(x′)γ5γ

νψ′(x′) = ψ(x)S−1γ5γ
νSψ(x)

= ψ(x)S−1γ5Sa
ν
µγ

µψ(x)

= ψ(x) det[a]aνµγ5γ
µψ(x)

= det[a]aνµψ(x)γ5γ
µψ(x)

det[a]の符号によって、変換の符号が変わります。+1のときはベクトルとして変換され、−1のときは擬ベ
クトル (軸性ベクトル）として変換されます。擬ベクトルは空間反転で符号が変わらないベクトルです。

• ΓT
µν = σµν

　 (2)から

ψ
′
(x′)σµνψ′(x′) =

i

2
ψ(x)S−1[γµ, γν ]Sψ(x)

=
i

2
ψ(x)S−1(γµSS−1γν − γνSS−1γµ)Sψ(x)

=
i

2
ψ(x)(aµaγ

aaνβγ
β − aνβγ

βaµaγ
α)ψ(x)

=
i

2
ψ(x)aµαa

ν
β(γ

αγβ − γβγα)ψ(x)

= aµα aνβ ψ(x)[γ
α, γβ ]ψ(x)

= aµαa
ν
β ψ(x)σ

αβψ(x)

これは 2階テンソルの変換規則です。なので σµν は 2階テンソルです。

　変換を見てきましたが、こういった規則から素粒子の性質を与えられます。例えば、ディラック方程式のカレン
トは ψγµψの構造を持っていますが、弱い相互作用で現れるカレントは

ψγµ(1− γ5)ψ

となっていて、γ5 のために空間反転の不変性 (パリティ不変性は)は破られています。
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　全部の結果をまとめると
ローレンツ変換 空間反転

スカラー ψ(x)ψ(x) = ψ(x)ψ(x) +1

擬スカラー ψ
′
(x′)γ5ψ

′(x′) = det |a|ψ(x)γ5ψ(x) −1

ベクトル ψ
′
(x′)γµψ′(x′) = aµνψ(x)γ

νψ(x) (−1)µ

軸性ベクトル ψ
′
(x′)γ5γ

µψ′(x′) = det |a|aµνψ(x)γ5γνψ(x) −(−1)µ

２階テンソル ψ
′
(x′)σµνψ′(x′) = aµαa

ν
βψ(x

′)σαβψ(x) (−1)µ(−1)ν

(−1)µ のようなものは時間成分 µ = 0なら +1、空間成分 µ = 1, 2, 3なら −1ということを表しています。

　最後に (a)～(d)を示します。(a)は直接確認できます。内積ではないので、γµγµ のように書き、和は取らない
とします。ΓS と ΓV

µ はそのまま

(ΓS)2 = 1 , (ΓV
µ )

2 = γµγµ = gµµ (γµγν + γνγµ = 2gµν)

ΓT
µν では

(ΓT
µν)

2 = σ2
µν = (

i

2
[γµ, γν ])

2

= − 1

4
(γµγν − γνγµ)

2

= − 1

4
(γµγν − γνγµ)(γµγν − γνγµ)

= − 1

4
(γµγνγµγν − γµγνγνγµ − γνγµγµγν + γνγµγνγµ)

= − 1

4
((γµγνγµγν + γµγνγνγµ − γµγνγνγµ)− γµγνγνγµ

− (γνγµγµγν + γνγµγνγµ − γνγµγνγµ) + γνγµγνγµ)

= − 1

4
(2gµνγµγν − 2γµγνγνγµ − 2gµνγνγµ + 2γνγµγνγµ)

= − 1

4
(2gµν(γµγν − γνγµ)− 2(γµγν − γνγµ)γνγµ)

= − 1

4
(2gµν(γµγν − 2gµν + γµγν)− 2(γµγν − 2gµν + γµγν)γνγµ)

= − 1

4
(4gµν(γµγν − gµν)− 4(γµγν − gµν)γνγµ)

= − 1

4
(4gµνγµγν − 4gµνgµν − 4γµγνγνγµ + 4gµνγνγµ)

= − 1

4
(8gµνgµν − 4gµνgµν − 4gµµgνν)

= − 1

4
(4gµνgµν − 4gµµgνν)

(ΓT
µν)

2 は、µ = ν では σµν = 0なので、µ = ν と µ ̸= ν で場合分けされて (µ ̸= ν では gµν = 0)
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(ΓT
µν)

2 =

(
gµµgνν · · · (µ ≠ ν)

0 · · · (µ = ν)

ΓP は

(ΓP )2 = (γ5)
2 = (iγ0γ1γ2γ3)

2 = γ1γ2γ3γ1γ2γ3

= − (γ1)
2(γ2)

2(γ3)
2

= − g11g22g33 = 1

ΓA
µ は、(ΓA

µ )
2 = (γ5γµ)

2 = γ5γµγ5γµ = −gµµ となります。
　 (b)は、例えば ΓV

µ Γ
V
ν では

ΓV
µ Γ

V
ν = γµγν =

γµγν − γνγµ
2

= −iσµν = −iΓT
µν

他に、ΓV
µ Γ

T
αβ では

ΓV
µ Γ

T
αβ =

i

2
γµ(γαγβ − γβγα)

これは、µ = β ̸= αなら

ΓV
µ Γ

T
αµ =

i

2
γµ(γαγµ − γµγα) =

i

2
(γµ(2gµα − γµγα)− γµγµγα)

= − i

2
(2γµγµ)γα (µ ̸= α)

= − igµµγα

= − igµµΓ
V
α

同様に、µ = α ̸= β なら

ΓV
µ Γ

T
αβ = igµµΓ

V
β

µ ̸= α ̸= β では

i

2
γµ(γαγβ − γβγα) =

i

2
γµ(γαγβ − (2gαβ − γαγβ))

= iγµ(γαγβ − gαβ)

= iγµγαγβ

µ = 0なら
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iγ0γ1γ2 = −iγ0γ1γ2γ3γ3 = −γ5γ3 == −ΓA
3

iγ0γ2γ1 = −iγ0γ1γ2 = ΓA
3

iγ0γ1γ3 = −iγ0γ1γ2γ2γ3 = iγ0γ1γ2γ3γ2 = ΓA
2

iγ0γ3γ1 = −iγ0γ1γ3 = −ΓA
2

µ = 1, 2, 3でも同様になり、ρ ̸= µ, α, β として

ΓV
µ Γ

T
αβ = ±ΓA

ρ

となります。
　 (c)は、例えば T, V では

ΓT
µνΓ

V
µ = σµνγµ =

i

2
(γµγνγµ − γνγµγµ) =

i

2
(−γµγµγν + γµγνγµ)

= − i

2
γµ(γµγν − γνγµ)

= − γµσµν

= − ΓV
µ Γ

T
µν

として反交換します。
　 (d)は、(a)の (Γm) = ±1と ΓS を除いて反交換することから

±Γn = (Γm)2Γn = −ΓmΓnΓm = Γn(Γm)2

これの最右辺と最右辺から 2番目の等式に対してトレースを取り、トレースの性質 tr[AB] = tr[BA]を使えば

± trΓn = −tr[ΓmΓnΓm] = −tr[Γn(Γm)2]

± trΓn = tr[Γn(Γm)2]

よって、±trΓn = ∓trΓn から trΓn = 0です。
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