
モノポール

磁荷が存在するとしたときのマクスウェル方程式を考えます。その結果を量子力学に適用し、磁荷と電荷の関係を

出します。

ゲージ変換については知っているとしています。

　マクスウェル方程式はヘヴィサイド・ローレンツ単位系で

∇ ·E(x, t) = ρ(x, t) , ∇×B − 1

c

∂

∂t
E(x, t) =

1

c
j(x, t)

∇ ·B(x, t) = 0 , ∇×E(x, t) +
1

c

∂

∂t
B(x, t) = 0

とします。E は電場、B は磁場 (磁束密度)、ρは電荷密度、j は電流密度、cは光速です。これらの E をB、B

を −E にすると

∇ ·B(x, t) = ρ(x, t) , ∇×E +
1

c

∂

∂t
B(x, t) = −1

c
j(x, t)

−∇ ·E(x, t) = 0 , ∇×B(x, t)− 1

c

∂

∂t
E(x, t) = 0

(E ⇒ B , B ⇒ −E)

これらから分かるように、今の入れ替えに対して ρ = 0, j = 0なら同じ式のままです。そうすると、ρ ̸= 0, j ̸= 0

でも電場と磁場の入れ替えに対して式が変わらないと出来れば、式の構造として綺麗になります。

　そんな電場と磁場に関して対称な形にするためには、電荷密度 ρに対応する ρM、電流密度 j に対応する jM が

存在すればいいという仮定が出てきます。つまり、マクスウェル方程式を

∇ ·E(x, t) = ρ(x, t) , ∇×B − 1

c

∂

∂t
E(x, t) =

1

c
j(x, t)

∇ ·B(x, t) = ρM (x, t) , ∇×E(x, t) +
1

c

∂

∂t
B(x, t) = −1

c
jM (x, t)

とします。このようにマクスウェル方程式が書けるとすれば、電場に関する量から磁場に関する量への変換では符

号を変えず、その逆では符号は反転するという要求をすることで、電場と磁場の入れかえに対して

∇ ·B(x, t) = ρM (x, t) , −∇×E − 1

c

∂

∂t
B(x, t) =

1

c
jM (x, t)

−∇ ·E(x, t) = −ρ(x, t) , ∇×B(x, t)− 1

c

∂

∂t
E(x, t) =

1

c
(x, t)

(E ⇒ B , ρ⇒ ρM , j ⇒ jM , B ⇒ −E , ρM ⇒ −ρ , jM ⇒ −j)

となり、同じ式のままです。電場の式と対称に書かれていることからも分かるように、ρM と jM が存在するために

は電荷 eに対応する磁荷（magnetic charge）eM が存在することが前提となります。磁荷を持つ粒子をモノポール

(magnetic monopole)と言います (磁荷のことをモノポールと言う場合もある)。また、ρM を磁荷密度 (magnetic

charge density)、jM を磁流密度 (magnetic current density)と呼びます。

　例えば原点に磁荷 eM をおいたとき、位置 rにおいて磁場は
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B =
eM

4π|r|2
r

|r|
=

eM
4πr2

er (r = |r| , er =
r

|r|
) (1)

となります (電場での話をそのまま適用しただけ)。er は動径方向 (r方向)の単位ベクトルです。このときの ρM

は原点に eM が置かれているだけなので

ρM = eMδ
3(x) (2)

となっています。

　しかし、すぐに分かる問題点が出てきます。ベクトルポテンシャルAの定義は

B = ∇×A

と与えられています。しかし、これは磁場の性質とは無関係にベクトル計算の関係から

∇ ·B = ∇ · (∇×A) = 0

なので、磁荷があるときの ∇ ·B = ρM を作れません。というわけで、ディラックによるこれの対処を見ていき

ます。ここから、原点に磁荷 eM が置かれている場合のみを扱います。

　まず、∇ ·B = ρM を満たすようにベクトルポテンシャルを導入します。そのために、階段関数 Θを利用しま

す。階段関数は τ < 0では Θ(τ) = 0、τ > 0では Θ(τ) = 1です。そして、階段関数の微分はデルタ関数なので

d

dτ
Θ(τ) = δ(τ)

となっています。この性質から z軸方向において

∇ · (Θ(−z)δ(x)δ(y)ez) =
∂

∂z
Θ(−z)δ(x)δ(y) = −δ(z)δ(x)δ(y) = −δ3(x)

とできます（原点に磁荷を置いてるために球対称なのでどの方向でも同じ）。ez は z方向の単位ベクトルです。つ

まり、(2)から

−eM∇ · (Θ(−z)δ(x)δ(y)ez) = ρM

このため

∇ · ( eM
4πr2

er + eMΘ(−z)δ(x)δ(y)ez) = 0

となっているので、括弧部分を∇×Aとすれば∇ · (∇×A) = 0になります。よって

eM
4πr2

er = ∇×A− eMΘ(−z)δ(x)δ(y)ez (3)

として、磁荷による磁場を書けます。これに∇を作用させれば、右辺第一項は消え、第二項は ρM となります。
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図 1

　次に原点を囲む任意の閉曲面 S によって磁荷は

eM =

∫
S

dS ·B

と書けることを考えます。面積ベクトル Sの方向は外向きに取ります。これは閉曲面 Sで囲まれた領域 V を球と

して、ガウスの定理と∇ ·B = ρM を使えば

∫
S

dS ·B =

∫
V

dV (∇ ·B) =

∫
V

dV ρM = eM

∫
V

d3x δ3(x) = eM (4)

として出てきています。しかし、この積分はB = ∇×Aなら、

∫
S

dS ·B =

∫
V

dV (∇ ·B) =

∫
V

dV (∇ · (∇×A)) = 0

となり、矛盾が起きます。また、この式を言い換えただけですが、3次元での閉曲面において、ストークスの定理

は閉曲線を C として

∫
S

dS ·B =

∫
S

dS · (∇×A) =

∫
C

ds ·A = 0

となり、同様の結果になります（閉曲面に対する閉曲線 C は存在しないから 0）。dsは閉曲線の接ベクトル方向

です。この結果から、この領域において微分が成立する、つまり特異性がない場合 (4)にならないと言えます。と

いうわけで、特異性を与えます。

　すでに求めた (3)を見てみると、負の z 軸上で特異性があることが分かります (Θ(−z)δ(x)δ(y)のため)。つま

り、負の z軸を外すようにした閉曲面を考えればいいです。そして、その外した面の大きさがなくなる極限 (面積

0の極限)において (閉曲面に空いた穴が塞がる極限)、(4)が再現されるとします。

　ここまでの話を図 1にしています。放射状に伸びているのが磁場で、右辺第一項の囲っている楕円みたいなの

が閉曲面です。閉曲面の下側の点線部分が閉曲面から外される面で、そこを通過している太い点線が特異性の部

分です。つまり、(3)は負の z軸上に特異性を持つベクトルポテンシャルを導入し、そこから特異性を作っている

部分 (太い点線部分)を引くことで、磁場 (1)を作っていることを表しています。この特異性は Dirac stringと呼

ばれます。ちなみに、ディラックは特異性を原点から無限大まで伸びている細いソレノイドがくっ付いているとし

て与えました。
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　というわけで、負の z 軸上に特異性を持つAを求めます。原点を中心にする半径 rの球を z 軸に平行に θ0 の

位置で切って、円 Scircle を作り、そこを磁場が通っているとします。θ0 は z 軸からの角度で（原点から r、z 軸

から θ0 の位置で z軸に平行に切る）、極座標を (r, θ, ϕ)とします。

　この円での立体角はよくある話 (直円錐の場合)から、r = 1とすれば

2π(1− cos θ0)

となっています。球の全立体角は 4πです。そして、全磁荷は eM なので、この円に対する磁荷は、立体角の割合

から (θ0 は θと書くようにします )

2π(1− cos θ)

4π
eM =

1

2
eM (1− cos θ)

なので、Scircle において

1

2
eM (1− cos θ) =

∫
Scircle

dS ·B

そしてストークスの定理を使えば、その円の閉曲線 (円周)から

∫
Scircle

dS ·B =

∫
Scircle

dS · (∇×A) =

∫
circle

ds ·A

sの線積分は円周に沿ったものです。これから

1

2
eM (1− cos θ) =

∫
circle

ds ·A

となります。

　右辺を計算します。適当に座標軸を設定すれば、Aは ϕ方向のみにできるとしてA(r, θ, ϕ) = A(r, θ)eϕとしま

す。円 Scircle は z軸に平行に切ることで作っているために、線積分は半径 r sin θの円の円周上で行われます (eϕ

方向の積分)。このため dsは円周上の微小要素 r sin θdϕのことなので

∫
circle

ds · eϕ = r sin θ

∫ 2π

0

dϕ

dsをまじめに求めるなら

ds = r(ϕ+ dϕ)− r(ϕ) = dϕ
dr

dϕ
= dϕ

d

dϕ
(r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ)

= dϕ(−r sin θ sinϕ, r sin θ cosϕ, 0)

= r sin θdϕ(− sinϕ, cosϕ, 0)

= r sin θdϕeϕ

とすればいいです。よって、A(r, θ)は積分とは無関係で、単純に
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∫
circle

ds ·A = A(r, θ)r sin θ

∫ 2π

0

dϕ = 2πA(r, θ)r sin θ

よって、ベクトルポテンシャルは

1

2
eM (1− cos θ) = 2πA(r, θ)r sin θ

A =
eM
4πr

1− cos θ

sin θ

A =
eM
4πr

1− cos θ

sin θ
eϕ (θ ̸= π)

θ ̸= πは、θ = πで sin θが 0 (cos θは −1)になってしまうからです。というわけで、負の z 軸上 (θ = π)に特異

性を持つベクトルポテンシャルが求まりました。

　ちなみに直交座標 (x, y, z)に書き換えるのは簡単です。直交座標と極座標の関係

eϕ = −ex sinφ+ ey cosϕ

sin θ =

√
x2 + y2

r
, cos θ =

z

r

sinϕ =
y√

x2 + y2
=

y

r sin θ
, cosϕ =

x√
x2 + y2

=
x

r sin θ

から

1− cos θ

sin θ
sinφ =

r√
x2 + y2

(1− z

r
)

y√
x2 + y2

=
ry

x2 + y2
(1− z

r
) =

y(r − z)

r2 − z2
=

y

r + z

1− cos θ

sin θ
cosφ =

rx

x2 + y2
(1− z

r
) =

x(r − z)

r2 − z2
=

x

r + z

これらを使えば、直交座標 (x, y, z)において

A =
eM
4πr

1− cos θ

sin θ
(− sinϕ, cosϕ, 0) =

eM
4πr

1

r + z
(−y, x, 0)

となります。

　求められたAから、実際に∇×Aによって磁場 (1)が出てくることを確かめます (ただし、θ = πでは定義で

きないことに注意)。Aの導出を巻き戻していけば、原点に磁荷があるときのBになるので、一致することは予想

できます。

　ベクトルポテンシャルは ϕ成分 Aϕ しか持っていないので、er, eθ を r, θ 方向の単位ベクトルとして（数学の

「極座標」参照）
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∇×A = er
(1
r

∂Aφ

∂θ
− 1

r sin θ

∂Aθ

∂φ
+

cos θ

r sin θ
Aϕ

)
+ eθ

( 1

r sin θ

∂Ar

∂φ
− ∂Aϕ

∂r
− 1

r
Aϕ

)
+ eϕ

(∂Aθ

∂r
− 1

r

∂Ar

∂θ
+

1

r
Aθ

)
= er

(1
r

∂Aϕ

∂θ
+

cos θ

r sin θ
Aϕ

)
+ eθ

(
− ∂Aϕ

∂r
− 1

r
Aϕ

)
= er

(1
r

∂Aϕ

∂θ
+

cos θ

r sin θ
Aϕ

)
+ eθ

(
− ∂Aϕ

∂r
− 1

r
Aϕ

)
第二項は

∂Aϕ

∂r
= −1

r
Aϕ

なので消えます。第一項での θ微分は

∂Aφ

∂θ
=
eM
4πr

(
sin θ

sin θ
− 1− cos θ

sin2 θ
cos θ) =

eM
4πr

sin2 θ − cos θ + cos2 θ

sin2 θ
=
eM
4πr

1− cos θ

sin2 θ

なので

1

r

∂Aφ

∂θ
+

cos θ

r sin θ
Aφ =

eM
4πr

1

r
(
1− cos θ

sin2 θ
+

1− cos θ

sin θ

cos θ

sin θ
)

=
eM
4πr

1

r

1− cos θ + cos θ − cos2 θ

sin2 θ

=
eM
4πr

1

r

よって

∇×A =
eM
4πr

1

r
er =

eM
4πr2

r

|r|
= B

となり、ベクトルポテンシャルの定義を満たしていることが確認できます。

　これで古典論において矛盾なく磁荷が導入できました。次に量子力学に持って行きます。そのために、Aの形

を分離して書き直します (ディラックが行った方法でなく YangとWuによって与えられた方法)。Aは θ = πで

の特異性を避けるように

U+ : A+ =
eM
4πr

1− cos θ

sin θ
eϕ (θ < π − a)

U− : A− =
eM
4πr

−1− cos θ

sin θ
eϕ (θ > a)

とします。それぞれの領域 U± は図 2で与えているものです。U± の範囲から分かるように、A± は特異性を持た

ない領域で定義されています。単純に領域を切っただけなので、(1)を両方とも再現します。

　ここで、ゲージ変換を持ち込みます。電磁気はベクトルポテンシャルの

A(x, t) ⇒ A′(x, t) = A(x, t) +∇Λ(x, t)
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図 2

というゲージ変換に対して不変です。これを今の領域に持ち込みます。今はベクトルポテンシャルが領域によって

2つに分かれていますが、U± は共通領域 U0 を持ちます。そして、この共通領域のある点に複数のベクトルポテ

ンシャルの形があろうと (例えば今の場合 θ = π/2でA± は明らかに一致しない)、磁場は観測量なのでその点で

1つの値しか持ちません。つまり、共通領域におけるベクトルポテンシャルはゲージ変換で繋がっていなければい

けません（ゲージ変換で物理は変わらない）。

　というわけで、共通領域 U0においてA+とA−をゲージ変換で一致させます。これは簡単で、A+とA−の差

が∇Λになればいいだけです。A+ とA− の差は

A+ −A− =
eM
4πr

1− cos θ

sin θ
eϕ − eM

4πr

−1− cos θ

sin θ
eϕ =

eM
4πr

2

sin θ
eϕ

∇ΛをA+ −A− と一致させるには、∇Λも eϕ 成分のみを持つ必要があるので

∇Λ = eϕ
1

r sin θ

∂

∂ϕ
Λ

よって

1

r sin θ

∂

∂ϕ
Λ =

eM
4πr

2

sin θ

∂

∂ϕ
Λ =

eM
2π

Λ =
eM
2π

ϕ (5)

これはまだ古典的な話です。

　量子力学に持っていくために、電磁場があるときのシュレーディンガー方程式を使います。これは「スピン」で

求めてるように、ローレンツ力

F = eE(x, t) +
e

c
(v ×B(x, t))

から作れます。e > 0としています。今の単位系では光速 cがローレンツ力の第二項にいます。なので、これから

出てくる電磁場ありでのシュレーディンガー方程式は
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( ℏ2

2m

(
i∇+

e

ℏc
A
)2

+ eA0

)
ψ = iℏ

∂

∂t
ψ (6)

A0(x, t)はスカラーポテンシャルです。しかし、cがあっても煩わしいだけなので、c = 1としてしまいます (つい

でに ℏも 1にしてもいいですが、一応残しておきます)。ここで求めたAを入れれば

U+ :
( ℏ2

2m

(
i∇+

e

ℏ
A+

)2
+ eA0

)
ψ+ = iℏ

∂

∂t
ψ+

U− :
( ℏ2

2m

(
i∇+

e

ℏ
A−

)2
+ eA0

)
ψ− = iℏ

∂

∂t
ψ−

そして、U+と U−の共通領域 U0でA+とA−はゲージ変換によって行き来できます。そうすると、波動関数 ψ±

も 1つの値しか持たないために、共通領域 U0の同じ点における ψ+と ψ−を繋げる物理に影響を与えない変換を

持つはずです。

　このことをもっと統一的に言い直します。まず、(6)は電磁場のゲージ変換

A0(x, t) ⇒ A′
0(x, t) = A0(x, t)−

∂Λ(x, t)

∂t
(7a)

A(x, t) ⇒ A′(x, t) = A(x, t) +∇Λ(x, t) (7b)

に対して不変 (式の形が変わらない)になっていません。しかし、波動関数も

ψ(x, t) ⇒ ψ′(x, t) = exp[i
e

ℏ
Λ(x, t)]ψ(x, t) (7c)

と変換すると不変になります。exp部分は位相変換の形なので確率振幅の計算に影響しません (絶対値を取れば 1

になる)。ちなみに cを残すなら

1

c

∂Λ

∂t
, exp[i

e

ℏc
Λ]ψ (8)

となります。(6)がゲージ変換 (7a),(7b),(7c)で不変になることは下の補足で示しています。

　つまり、量子力学のゲージ変換では波動関数が (7b)と変換されることを使い、A±を共通領域 U0でゲージ変換

によって繋げたように、波動関数もゲージ変換 (7b)で繋げます。そうすると、共通領域 U0 において (5)から

ψ+ = ei
e
ℏΛψ−

ψ+ = exp[
ieeM
2πℏ

ϕ]ψ−

となります。これは ϕ = 0なら ψ+ = ψ− です。そして、ϕは 0から 2πまでの値を持ちますが、波動関数の値は

1つになるべきなので、ϕが一周すれば元の値に戻るはずです。つまり、ϕ = 2πでも ψ+ = ψ− となるべきです。

このことは

ψ+ = exp[
ieeM
2πℏ

2π]ψ− = ψ−

8



を意味するので、expの性質から

eeM
2πℏ

= ±n (n = 0, 1, 2, 3, . . .)

という条件になります。よって、磁荷 eM と電荷との関係

eM =
2πℏ
e
n

を与えます。このように磁荷が離散的な値を持つことになり、これをディラックの量子化条件と言います。この関

係は eeM = 2πℏnを意味するので、素粒子の電荷が離散的である理由 (電荷の量子化)が磁荷の存在によって説明

出来ることになります（磁荷が存在すれば）。

　最後に eM の大きさを求めます。今の単位系 (ヘヴィサイド・ローレンツ単位系)では

e2

4πℏc
≃ 1

137

なので、c = 1としないときの波動関数のゲージ変換の形 (8)から cを戻して計算してみると

e2M
e2

=
4π2ℏ2c2

e4
n2 =

1

4
(
4πℏc
e2

)2n2 ≃ (137)2

4
n2

このように、n = 1でさえ e2M は e2 の約 5000倍になります。

　他にも t’Hooftと Polyakovによって、ゲージ理論における対称性の破れとソリトン解の話から磁荷が導入され

ることが示されています。現在ではこの話（大統一理論関連）から磁荷に出会うことが多いと思います。

・補足

　電磁場を含めているシュレーディンガー方程式 (6)がゲージ変換 (7a),(7b),(7c)で不変になっていることを確か

めます。

　 (6)の 2乗部分は後ろに ψがいることを考慮して

(i∇+
e

ℏ
A′)2 = −∇2 + i

e

ℏ
(∇ ·A′) + 2i

e

ℏ
A′ · ∇+

e2

ℏ2
A′2

= −∇2 + i
e

ℏ
∇ · (A+∇Λ) + 2i

e

ℏ
(A+∇Λ) · ∇+

e2

ℏ2
(A+∇Λ)2

= −∇2 + 2i
e

ℏ
(A+∇Λ) · ∇+ i

e

ℏ
(∇ ·A+∇2Λ) +

e2

ℏ2
(A2 + 2A · ∇Λ + (∇Λ)2)

∇ψ′ は

∇ψ′ = ∇(ei
e
ℏΛψ) =

ie

ℏ
ei

e
ℏΛ(∇Λ)ψ + ei

e
ℏΛ∇ψ

∇2ψ′ は
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∇2ψ′ = ∇ · ∇ψ′

= ∇ · ( ie
ℏ
ei

e
ℏΛ(∇Λ)ψ + ei

e
ℏΛ∇ψ)

= − e2

ℏ2
ei

e
ℏΛ(∇Λ) · (∇Λ)ψ +

ie

ℏ
ei

e
ℏΛ(∇2Λ)ψ +

ie

ℏ
ei

e
ℏΛ(∇Λ) · (∇ψ) + ie

ℏ
ei

e
ℏΛ(∇Λ) · (∇ψ) + ei

e
ℏΛ∇2ψ

= ei
e
ℏΛ

(
− e2

ℏ2
(∇Λ)2ψ +

ie

ℏ
(∇2Λ)ψ + 2

ie

ℏ
(∇Λ) · (∇ψ) +∇2ψ

)
これらから

(i∇+
e

ℏ
A′)2ψ′ = − ei

e
ℏΛ

(
− e2

ℏ2
(∇Λ)2ψ +

ie

ℏ
(∇2Λ)ψ + 2

ie

ℏ
(∇Λ) · (∇ψ) +∇2ψ

)
+ 2i

e

ℏ
ei

e
ℏΛ(A+∇Λ) · ( ie

ℏ
(∇Λ)ψ +∇ψ)

+ i
e

ℏ
ei

e
ℏΛ(∇A+∇2Λ)ψ +

e2

ℏ2
ei

e
ℏΛ(A2 + 2A∇Λ + (∇Λ)2)ψ

= ei
e
ℏΛ

(
(
e2

ℏ2
(∇Λ)2ψ +

ie

ℏ
(∇2Λ)ψ − 2

ie

ℏ
(∇Λ) · (∇ψ)−∇2ψ)

+ 2i
e

ℏ
(
ie

ℏ
A · (∇Λ)ψ +A · ∇ψ +

ie

ℏ
(∇Λ)2ψ + (∇Λ) · (∇ψ))

+ i
e

ℏ
(∇A+∇2Λ)ψ +

e2

ℏ2
(A2 + 2A · ∇Λ + (∇Λ)2)ψ

)
= ei

e
ℏΛ

(
−∇2 + i

e

ℏ
(∇ ·A)ψ + 2i

e

ℏ
A · ∇+

e2

ℏ2
A2

)
ψ

= ei
e
ℏΛ(i∇+ eA)2ψ

A′
0ψ

′ と (6)の右辺の時間微分は

A′
0ψ

′ = ei
e
ℏΛA0ψ − ei

e
ℏΛ ∂Λ

∂t
ψ

∂

∂t
ψ′ =

∂

∂t
(ei

e
ℏΛψ) =

ie

ℏ
ei

e
ℏΛ ∂Λ

∂t
ψ + ei

e
ℏΛ ∂

∂t
ψ

よって

(
ℏ2

2m
(i∇+

e

ℏ
A′)2 + eA′

0)ψ
′ = iℏ

∂

∂t
ψ′

ei
e
ℏΛ ℏ2

2m
(i∇+

e

ℏ
A)2ψ + eei

e
ℏΛA0ψ − eei

e
ℏΛ ∂Λ

∂t
ψ = − eei

e
ℏΛ ∂Λ

∂t
ψ + iℏei

e
ℏΛ ∂

∂t
ψ

(
ℏ2

2m
(i∇+

e

ℏ
A)2 + eA0)ψ = iℏ

∂

∂t
ψ

となり、ゲージ変換によって式の形は変わりません。

　

10


