
ヒルベルト空間

量子力学でたまに出てくるヒルベルト空間の話を雑にします。知らなくても困らないです。

　量子力学で必要なのは、フーリエ級数展開 (重ね合わせの原理)と確率解釈です。この 2つを可能にしているの
がヒルベルト空間です (何かの集まりという意味で空間という単語が使われます)。つまり、

(i) ψ(x) =

∞∑
n=1

anϕn(x)

(ii)

∫ ∞

−∞
dx |ψ(x)|2 <∞

となっている関数 ψの集まりがヒルベルト空間です (ϕnは完全正規直交系、anは展開係数)。ただし、ここで言っ
ているヒルベルト空間は、量子力学で使われるヒルベルト空間という意味です。
　 (i)はフーリエ級数展開そのものです。(ii)は積分の結果が無限大でなければ適当な規格化定数によって積分の
結果を 1に出来るので、確率解釈に必要です (フーリエ変換ができるためにも必要)。(ii)を満たす関数を自乗可積
分関数 (square integrable function)と呼びます。また、(ii)が成立するためには ψ(x)が±∞で 0に近づけばいい
ので、ψ(x)は ±∞で 0になると出来ます。というわけで、波動関数 ψ はフーリエ級数展開できて、|ψ|2 の積分
が 1になるという量子力学の導入部分で出てくる話になります。
　線形代数で出てくるように、関数はベクトルとして扱える点に注意してください。これはベクトルの定義は和
や定数倍とかによって与えられていることと、関数の和や定数倍は定義できることから分かると思います (数学的
な抽象化されたベクトルの概念に関数は含められる)。このためベクトル空間 (ベクトルの集まり)であるヒルベル
ト空間を関数で構成できます。そして、(ii)を満たす関数の内積は

∫ ∞

−∞
dx ψ∗

1(x)ψ2(x)

の形で与えられています。内積はベクトルから実数 (複素数)を作る操作のことなので、関数から実数 (複素数)を
作るという意味で内積です。
　ヒルベルト空間のもう少し詳しい定義を与えておきます。どちらでも同じですが、関数でなく感覚的に分かりや
すいブラケットで言っていきます。まず、ベクトル空間を用意します。次に、内積はブラケットによる ⟨A|B⟩で
与え (一般的にはブラとケットである必要はない)、0同士でないノルムは必ず正の値になること、そして完備であ
る、という条件を持たせます。これらの条件を持たせることによって、重ね合わせの原理を満たす空間を作ること
ができ (全ての状態を重ね合わせても無限大に発散せず収束する)、この条件を満たす、つまり、内積と重ね合わせ
の原理が保証されるベクトル空間をヒルベルト空間と呼んでいます。数学的に言えば、ヒルベルト空間は完備な
内積空間 (内積が定義されたベクトル空間)と定義されます。ちなみに内積だけを定義して完備を加えないものを
前ヒルベルト空間と呼びます。
　無限次元をとる理由は、3次元空間は x, y, zという 3方向を向いたベクトルに構成されるのに対して、無限個の
状態を x, y, z 軸のようにして扱いたいからです (状態が無数にあれば無限個必要になる)。これによって、状態を
表すケット |a1⟩, |a2⟩, · · · を基底として扱い、それらに完全性を持たせることで重ね合わせを実現させています (3
次元ベクトル空間での線形結合 aex + bey + cez = d の拡張)。
　ブラケットと波動関数のどちらを使うかはヒルベルト空間をどちらで作っているかの違いです。物理では関数
(波動関数)を使うと便利ですが、数学的にヒルベルト空間上の関数を扱うにはルベーグ積分が必要になるので面
倒です ((ii)をリーマン積分で与えると完備にならないから)。
　また、ヒルベルト空間上の状態は抽象的なもので、ユークリッド空間で表現される力学のような直接的な現実
の状態ではないです。
　たまに量子力学でも出てきますが、知らなくても困らない数学の話を見ていきます。

• 完全と完備
　ブラケットにしないほうが見やすい気もしますが、ブラケットを使います (ブラケットはただのベクトル
だと思ってください)。内積も ⟨ | ⟩で書いてしまってますが、おそらく害はないです。この話はベクトルであ
れば成立します (内積は定義されている)。数学の領域の話をしますが、それほど厳密に扱っていないです。

　完備の定義は全てのコーシー列 (基本列、Cauchy sequence)が収束するということです。簡単に説明して
おきます。まず、数列 x1, x2, . . . , xnというのを用意します。この数列の nが無限大の極限で x0になるとす
れば
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lim
n→∞

xn = x0

となり、これは数列が x0に収束することを表します。xnの n→ ∞は、例えば、直線上で左から 1, 2, . . .と
番号が振られた点が、n = ∞で到達する直線上の点 x0 ということです (0から 1の間を無限個で分割した
ら n→ ∞で 1の点につく)。つまり、収束する先が x0 ということです。分かりやすい例が平方根です。例
えば

√
2とすれば、数列

x1 = 1.4 , x2 = 1.41 , x3 = 1.414 , . . .

の極限として

lim
n→∞

xn =
√
2

となります。

　コーシー列は、i = 1, . . . , nと番号付けされたある数列 |ϕ1⟩, |ϕ2⟩, . . . , |ϕi⟩, . . . , |ϕn⟩がある整数 k > 0に対
して i, j ≥ kのとき、|ϕi⟩ − |ϕj⟩のノルムが有限 (無限大以外の値になる)になっている数列です。単純な実
数だけの数列の場合で言えば、ある実数の数列 xi (i = 1, 2, . . .)があったとき

|xi − xj | < ϵ (i, j > N)

となることです (| |は絶対値、ϵは正の数）。面倒ならヒルベルト空間にはコーシー列という収束する数列が
あるというだけでいいです。

　例えば、同じヒルベルト空間に、コーシー列 |ϕn⟩(nは 1から無限大 )と |ϕ⟩がいるとしたとき

lim
n→∞

|ϕn⟩ = |ϕ⟩ ( lim
n→∞

∣∣|ϕ⟩ − |ϕn⟩
∣∣ = 0)

となることを完備と言います (この極限があることを収束すると言う)。ここからはノルムしか出てこないの
でノルムを | |で表し、||ϕ⟩ − |ϕn⟩|のようにしていきます。
　数列の収束ということなら、わざわざこんな定義はいらないように思えますが、コーシー列の収束先を対
象が含んでいない場合があります。先ほどの

√
2もそうで、1.4, 1.41, . . .の数列は有理数によるコーシー列

ですが
√
2は無理数です。このため有理数の中だけで考えると、収束する先の

√
2がいません。これをなく

すことで完備の定義となります (そのために同じヒルベルト空間としている)。

　今度は完全を見てみます。有限次元では余計な話なしで正規直交系が完全であることを示せるので、無限
次元ヒルベルト空間とします。ヒルベルト空間における正規直交系を

⟨ϕm|ϕn⟩ = δnm (m,n = 1, 2, . . .)

と与えます (これは常に与えることが出来る)。m,nは無限大まで取ります。ヒルベルト空間における任意の
|ψ⟩が、正規直交系 |ϕn⟩によって

|ψ⟩ =
∞∑

n=1

an|ϕn⟩ (an = ⟨ϕn|ψ⟩)

と書けるなら、|ϕn⟩は完全正規直交系となります。このとき右辺の和が |ψ⟩に収束していることを見ます。
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　これのノルムにして

lim
N→∞

∣∣|ψ⟩ − N∑
n=1

an|ϕn⟩
∣∣ = 0

としたものを考えます。そうすると Σan|ϕn⟩を和の上限N の値によって区別して |ψN ⟩とすれば

lim
N→∞

∣∣|ψ⟩ − |ψN ⟩
∣∣ = 0

となるので、|ψ1⟩, . . . , |ψN ⟩がN → ∞で |ψ⟩に収束するという式になります。つまり、|ψN ⟩がコーシー列
なら完備の定義と同じになり、ヒルベルト空間は完備なので

|ψ⟩ = lim
N→∞

|ψN ⟩

が言えて、完全の式が書けることになります。実際に

|ψN ⟩ =
N∑

n=1

an|ϕn⟩ =
N∑

n=1

⟨ϕn|ψ⟩|ϕn⟩

はコーシー列です。

　コーシー列ということ (an = ⟨ϕn|ψ⟩になっている理由)を示しておきます。そのためには |ψM ⟩ − |ψN ⟩の
内積がどこかの値に収束することを示せばいいです。まず

|fN ⟩ = |ψ⟩ − |ψN ⟩

とすると、|ϕn⟩が正規直交系なので

⟨ϕn|fN ⟩ = ⟨ϕn|ψ⟩ − ⟨ϕn|ψN ⟩ = ⟨ϕn|ψ⟩ −
N∑
i=1

⟨ϕn|ϕi⟩⟨ϕi|ψ⟩ = ⟨ϕn|ψ⟩ − ⟨ϕn|ψ⟩ = 0

ここで、N が有限のときの完全性はすでに証明されているとして

N∑
i=1

⟨ϕn|ϕi⟩⟨ϕi|ψ⟩ = ⟨ϕn|ψ⟩

を使っています (N が有限のときは普通の線形結合でしかない)。|ψN ⟩は |ϕn⟩に比例しているので、これか
ら ⟨fN |ψN ⟩と ⟨ψN |fN ⟩は消えることが分かるので

⟨ψ|ψ⟩ = ⟨fN + ψN |fN + ψN ⟩ = ⟨fN |fN ⟩+ ⟨ψN |ψN ⟩+ ⟨fN |ψN ⟩+ ⟨ψN |fN ⟩ = ⟨fN |fN ⟩+ ⟨ψN |ψN ⟩

内積の定義から ⟨fN |fN ⟩ ≥ 0なので
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⟨ψN |ψN ⟩ ≤ ⟨ψ|ψ⟩

この関係はベッセルの不等式と呼ばれるものです。そして ⟨ψN |ψN ⟩は

⟨ψN |ψN ⟩ =
N∑

n=1

N∑
m=1

⟨ϕm|ψ⟩∗⟨ϕn|ψ⟩⟨ϕm|ϕn⟩ =
N∑

n=1

⟨ϕn|ψ⟩∗⟨ϕn|ψ⟩ =
N∑

n=1

|⟨ϕn|ψ⟩|2

なので

N∑
n=1

|⟨ϕn|ψ⟩|2 ≤ ⟨ψ|ψ⟩

これから、和は何かしらの内積の値以下になっているので、この和は収束していることが分かります。そう
すると

|ψM ⟩ − |ψN ⟩

は和をN + 1からM まで取ったものなので

||ψM ⟩ − |ψN ⟩|2 =

M∑
n=N+1

|⟨ϕn|ψ⟩|2

となり、これも当然収束します。よって、|ψN ⟩はコーシー列です。
　こんな理由からなのか英語で両方とも completeと言ってるからなのか知りませんが、完備と完全の両方
が同じ式に使われることがあります。ただ、完全と言ってることの方が多いです。本来は、完備はヒルベル
ト空間の定義、完全は完全正規直交系の定義という使われ方ですが、量子力学関連の話だと混ざっているこ
とがあります (完備だから完全ではないことに注意)。英語でも意図的に完全のほうに completeを使わない
ようにしている場合もあります。

　先に完全性を要求したので、どんなヒルベルト空間でも完全正規直交系がいるように思えますが、そうで
はないです (上の話は完全正規直交系での和が収束することを示しただけ)。なので、どんなヒルベルト空
間なら完全正規直交系が存在するのかも大雑把に見ておきます (細かいことは全部省いて雰囲気だけで示し
ます)。

　ヒルベルト空間X を用意して、その部分集合 Aを考えます。このとき、ヒルベルト空間X における |ψ⟩
と部分集合 Aにおける数列 |ψN ⟩がノルムにおいて

lim
N→∞

||ψ⟩ − |ψN ⟩| = 0

となっているなら、ヒルベルト空間X における部分集合AはX で稠密 (ちゅうみつ、dense)と言われます。
稠密は、ヒルベルト空間X の |ψ⟩は部分集合 Aの |ψN ⟩の極限として近似できることと言えます (稠密の説
明には実数と有理数がよく例に使われます)。

　これを踏まえて |ψN ⟩を上の Σan|ϕn⟩ (n = 1, 2, . . . , N)とすれば、Aに正規直交系 |ϕn⟩があり、Aが稠密
であるなら、|ϕn⟩による線形結合 |ψN ⟩は N → ∞の極限でヒルベルト空間 X でのベクトル |ψ⟩になりま
す。よって、任意のベクトル |ψ⟩は |ϕn⟩によって
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|ψ⟩ =
∞∑

n=1

an|ϕn⟩

となり、完全正規直交系になります (an = ⟨ϕn|ψ⟩となるのは上の話から)。というわけで、ヒルベルト空間
の部分集合において正規直交系による線形結合があり、それがヒルベルト空間で稠密であるなら、完全正規
直交系が存在します。かなり乱暴に言ってしまえば、ヒルベルト空間において、その部分空間での正規直交
系による線形結合の極限がヒルベルト空間の任意のベクトルになるなら (線形結合の集まりがヒルベルト空
間で稠密)、完全正規直交系になるということです。このようなヒルベルト空間を可分 (separable)なヒルベ
ルト空間と言います。量子力学では可分なヒルベルト空間を使うので、完全正規直交系が必ずいます。

　可分の感覚的なイメージを大雑把に言っておきます。箱とある程度の大きさを持ったボール Aと砂粒程
度の大きさのボール Bを用意します。まず、箱に Aを詰め込めるだけ詰め込みます。この状態が稠密です。
つまり、何かがある範囲内に大量に詰め込まれている状態です。しかし、この箱には砂粒みたいな B はま
だ大量に入れられるので、Bをより大量に詰め込みます。そうすると、今の方がボールは多く詰め込まれて
います。なので、ボール Aだけより、ボール A,Bの方がさらに多くのボールが詰め込められた状態になり
ます。このように、与えられた状況でどれだけ詰め込まれているかが変わります。そして、箱の中にAがい
くつ入っているかは数えられるとするなら、箱は可分となります。つまり、ある範囲内にギチギチに何かが
詰め込まれている対象 (ボール A,Bが詰め込まれた箱)において、それなりにギチギチに詰め込まれている
数えることができる物 (ボール A)がいるなら、その対象 (箱)を可分と言います。よく出てくる例は実数で、
実数は有理数と無理数を含んでいるために可分となります。例えば 1と 2の間に有理数は大量にあり (数え
られる無限個。可算無限個)、無理数はさらに大量にある (数えられない無限個。非可算無限個)からです。
なので、ヒルベルト空間の中に完全正規直交系 (構成するベクトルは可算無限個)がいるなら、ヒルベルト空
間は可分となります。

• ブラケットの数学的背景
　物理をやる分には気にしなくていいブラケット表記の数学の話をします。数学用語をなるべく使わずに簡
単に見ていくので、証明や数学的な厳密さは無視しています。ここで言うベクトルはヒルベルト空間のもの
とします。

　まず、ブラとケットの定義を与えます。簡単に言ってしまえば、ケットはヒルベルト空間のベクトル、ブ
ラはケットのいるヒルベルト空間の双対空間上で与えられます。この双対空間はヒルベルト空間にいる線形
汎関数による集まりのことです (線形は省いて汎関数と言っていきます)。ここでの汎関数 F は、ヒルベル
ト空間での 2つのベクトル g,f に対する内積 (ブラケット表記と区別するためにベクトルの内積を (g,f)と
書き、(ag,f) = a∗(g,f)とします)

Fg(f) = (g,f)

を与えることができ (ヒルベルト空間のベクトル f を複素数 (g,f)にするもの)、Fg と添え字 gを付けてい
るように、これを満たす g は 1つに決まります。これはリースの表現定理 (Riesz representation theorem)
と呼ばれます。汎関数 Fg (Fg(f)と書かないときは汎関数そのものを指しています )はベクトル gから

Φ(g) = Fg

と作られています (ヒルベルト空間のベクトル gを双対空間の汎関数 Fg にする関数 Φ)。Φ(g)は複素数 aに
対して

Φ(ag) = a∗Φ(g)

となっています。この Φ(g) = Fg をブラ ⟨g|として、(f)をケット |f⟩とすることで

Fg(f) = (g,f) = ⟨g|f⟩
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このようなブラケットの表記になります。ケット |f⟩はそのままベクトル f に対応し、ブラ ⟨g|は Fg によっ
てベクトル gと対応しています。

　ついでに汎関数 Fg をベクトル gと対応させられることを示しておきます。内積において f が gとすれば

Fg(g) = (g, g)

シュワルツの不等式 (左辺の | |は絶対値 )

|(x,y)|2 ≤ (x,x)(y,y) (よくあるベクトルの表記で書けば |x · y|2 ≤ |x|2|y|2)

を使うと

|(g,f)|2 ≤ (g, g)(f ,f)

であるので汎関数は

|Fg(f)|2 ≤ (g, g)(f ,f) (|Fg(f)|2 = F ∗
g (f)Fg(f))

複素数の絶対値はノルムと同じ定義なので、汎関数 Fg のノルムに対して (f に作用していない段階なので、
ベクトルと同じようにノルムとします)

∥Fg∥2 ≤ (g, g)

絶対値と区別するためにノルムを ∥ ∥としています。f が gのときシュワルツの不等式は

|Fg(g)|2 ≤ (g, g)(g, g)

そして、Fg(g) = (g, g)から等号しか成立しないので (ベクトルのノルムも (g, g) = ∥g∥2 と書きます )

|Fg(g)|2 = ∥g∥2∥g∥2

∥Fg∥ = ∥g∥

このように、ヒルベルト空間のベクトルと双対空間の汎関数のノルムは等しくなるので、双対空間はヒルベ
ルト空間と同一視することができます。

　演算子の作用の仕方も見ていきます。ヒルベルト空間上の演算子を Aとし、ベクトル f に作用するとし
て、Aが f に作用することを Af と書きます。このときの内積 (g, Af)と等しくなる F を Fh(f)として

(g, Af) = Fh(f) = (h,f)

左辺から hは gに依存していて、そしてリースの表現定理から hは一意的に存在します。なので、hと gを
結ぶ演算子が一意的に存在し、それをBとすれば、h = Bgとなります。このBをAの共役演算子 (adjoint
operator)と言い、B でなく A† と書くことにします。つまり。Aの共役 A† は
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(g, Af) = (A†g,f)

と定義される演算子です。

　次に汎関数 ϕと Af から

ϕ′(f) = ϕA(f) = ϕ(Af)

という汎関数 ϕ′ を定義します。真ん中のは A,ϕの順に f に作用するという意味、最右辺は f に Aが作用
したベクトルに ϕが作用するという意味です。

　 ϕを ϕg として

ϕg(f) = ⟨g|f⟩

ベクトル f はそのままケット |f⟩、汎関数 ϕg をブラ ⟨g|になる置き換えを適用すれば、表記としては Af =
|Af⟩ = A|f⟩になることから

ϕ′(f) = ϕ(Af) = ⟨g|A|f⟩

添え字の gは省いています。これは、|f⟩に対する汎関数 ϕ′ = ϕA = ⟨g|Aとも見れます。なので、⟨g|に作
用する場合を

ϕA = ⟨g|A

と表記します。また、Aは ϕに作用しないので、ϕ′ = A′ϕとなるA′がいるとすれば（Aはヒベルト空間上、
A′ は双対空間上の演算子）

A′ϕ = ϕA = ⟨g|A

となります。また、結合法則 ⟨g|A|f⟩ = ⟨g|(A|f⟩) = (⟨g|A)|f⟩も分かります。
　共役演算子の定義から

ϕ(Af) = (g, Af) = (A†g,f) = ⟨A†g|f⟩

と表記できるので

⟨A†g| = ⟨g|A

として、⟨g| に作用します。これはベクトル g に A† が作用することは、ブラ ⟨g| に A が作用することと
同じと言っています。ブラケット表記で |Aψ⟩ のようにブラケットの中に演算子を入れた表記を使うと、
⟨A†ψ| = ⟨ψ|A (⟨Aψ| = ⟨ψ|A†)という最初から ⟨ψ|Aと書けば必要のない規則 (しかも内積との関連を示さな
いと理由が分からない規則)が出てくるので、あまり使わないほうがいいです。

　内積の複素共役を取ると、内積の対称性 (v,w) = (w,v)∗ から
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(g, Af)∗ = (Af , g) = ⟨Af |g⟩ = ⟨f |A†|g⟩

となるので、(g, Af) = ⟨g|A|f⟩の複素共役は

⟨g|A|f⟩∗ = ⟨f |A†|g⟩

となっています。さらに、分かりやすくするために Af を vとして

(g,v) = ⟨g|v⟩ = ⟨g|A|f⟩ , (g,v)∗ = (v, g) = ⟨v|g⟩ = ⟨f |A†|g⟩

から

|v⟩ = A|f⟩ , ⟨v| = ⟨f |A†

と出来ます。なので

(|v⟩)† = ⟨v| ((⟨v|)† = |v⟩)

とすれば、A,A† が繋がります。さらに、aを複素数として

(g, av)∗ = (av, g) = a∗(v, g) = a∗⟨f |A†|g⟩

から、複素数に対して

(a|f⟩)† = a∗⟨f |

となります。よって、ヒルベルト空間での内積の関係 ⟨af |g⟩ = a∗⟨f |g⟩と分配法則を

(a|f1⟩+ b|f2⟩)†|g⟩ = a∗⟨f1|g⟩+ b∗⟨f2|g⟩

と書けますす。この共役演算子の話を行列に持っていくと、「†」はエルミート共役になって、転置して複素
共役を取れということになります。

　このようにして、ブラケット表記は数学的な理由付けがされます。この話から予想できると思いますが、
数学的な話でブラケット表記にすると見通しが悪くなります。また、ここでは内積の左側で複素共役を取る
ようにしていますが、数学の本では右側で複素共役を取るのが一般的なことに注意してください。

　簡単にまとめれば、量子力学をやるときはブラケットを使って行列の計算を行い、数学をやるときは利点
がない限りブラケットを導入しなければいいということです。言葉で言うと簡単ですが、この物理と数学の
ギャップ (温度差)を埋めるのは結構大変です。
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• 自己共役演算子
量子力学でのエルミート演算子の定義は数学的には 2つの演算子に区別されることを説明します。ここでも
数学的な定義を細かく与えないで見ていきます。

　ヒルベルト空間における内積として

(Ag, f) = (g, Af)

を満たす演算子 Aを対称演算子 (symmetric operator)、もしくはエルミート演算子と呼び、対称演算子が
演算子のみの関係として A = A†を満たすとき自己共役 (self-adjoint)演算子と呼びます。A†は Aの共役で
す。ブラケット表記にすれば (内積の対称性 (v,w) = (w,v)∗)

(Ag, f) = (f , Ag)∗ = ⟨f |A|g⟩∗ , (g, Af) = ⟨g|A|f⟩ ⇒ ⟨f |A|g⟩∗ = ⟨g|A|f⟩

となって、量子力学でのエルミート演算子の形になります。

　量子力学の話では対称演算子の定義とA = A†は同じとしていますが、数学では明確に区別されています。
簡単に違いを言えば、対称演算子ではAの定義域 (Aの変数の範囲)D(A)と A†の定義域D(A†)とが異なっ
て定義されています。対称演算子の定義は、A ⊂ A† (A† の中に Aがいる。部分集合 )で、A† が Aの定義
域にいるなら A† = Aになるというものです。自己共役演算子では元から A = A† で、定義域も等しくなっ
ています。

　対称演算子の時点で固有値は実数、異なる固有値の固有ベクトルは直交するという性質を持っています。
これはベクトル f が直交規格化されていて、対称演算子Aの固有値を aとし、内積の左側が複素共役になっ
ていることから

(Af, f) = a∗(f, f) = a∗ , (f,Af) = a(f, f) = a ((f, f) = 1)

となるので、a = a∗ から実数になります。f, gを Aの固有ベクトルとして、固有値を a, bとすれば

(Af, g) = a(f, g) , (Af, g) = (f,Ag) = b(f, g) ⇒ (a− b)(f, g) = 0

から (f, g) = 0となって、異なる固有値を持つ固有ベクトルは直交することになります。このように対称演
算子は固有値が実数という性質を持っているので、対称演算子をエルミート演算子としていいように思えま
す。しかし、これは固有値が実数と言えるだけで、固有値が必ず存在するとは言っていません。固有値が存
在するという性質を加えるために自己共役演算子が出てきます。これはスペクトル定理と関連します。

　特に、有限次元ヒルベルト空間では対称演算子の固有値は存在し、無限次元ヒルベルト空間では存在する
とは限らないという面倒な性質を持っています。しかし、通常の量子力学では固有値は存在するのが前提 (そ
うなるように作った)になっているので気にとめませんし、ブラケット表記では固有値を持つ行列として扱
うので、余計に気にする必要性が出てきません。

　対称演算子の関係がヒルベルト空間全体で成立していれば Aは自己共役演算子になります。このとき A
は有界 (bounded)です (有界な対称演算子)。有界はノルムに対して

∥Af∥ ≤ c∥f∥

となっていることです (cは定数)。これを素直に受け止めたのが、量子力学でのエルミート演算子の定義で
す。実際に、ブラケットの内積

(A†g, f) ⇒ ⟨A†g|f⟩ = ⟨f |A†g⟩∗ = ⟨f |A†|g⟩∗

(g, Af) ⇒ ⟨g|A|f⟩
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と対称演算子の定義から

⟨f |A|g⟩∗ = ⟨g|A|f⟩

という量子力学でのエルミート演算子の定義が出てきます (ブラケットはヒルベルト空間全体で定義されて
いる)。これを行列と同じように扱うことで、自動的にA = A†(エルミート行列)も出てきて、自己共役演算
子となります。これを雑に広げた言い方をすれば、自己共役演算子ならエルミート行列と同じように扱える
ということです。

　というわけで、量子力学をやる上では対称演算子、自己共役演算子を区別せずに、自己共役演算子として、
それをまとめてエルミート演算子と呼んだ方が便利ですし、害はほとんどありません (何も気にせずにエル
ミート演算子の定義をA† = Aとして、この性質を使っている)。しかし、数学では対称演算子と自己共役演
算子を区別することで、ヒルベルト空間の理論を作っています。

　ついでに、この手の話で出てくる自己共役拡大 (self adjoint extension)についても簡単に触れておきます。
これは対称演算子を自己共役演算子へ対応させることを指し、これが存在すれば対称演算子が自己共役演算
子になっていることになります。簡単に言えば、自己共役演算子になる定義域を求めるという作業です。対
称演算子と確認するのは簡単でも、そこからすぐに自己共役演算子になっているかは分からないことが多い
です。

　拡大から自己共役演算子になるための関係を見ておきます。ヒルベルト空間での演算子A,Bに対して、定
義域がD(A) ⊂ D(B)のように与えられていて、D(A)の領域において

Af = Bf

が成立するとき、Bを Aの拡大 (extension)と言います。つまり、Aの定義域に揃えれば等しくなる演算子
が B ということです (対称演算子では A† が Aの拡大になっている)。ここで A,B を対称演算子とします。
B が対称演算子なら B ⊂ B† なので

A ⊂ B ⊂ B†

そして、証明は省きますが共役演算子は A ⊂ B なら

A† ⊃ B†

というように与えられるので

A ⊂ B ⊂ B† ⊂ A†

これから、B が自己共役なら

A ⊂ B = B† ⊂ A†

となります。これが成立すれば対称演算子Aの拡大Bは自己共役演算子で、自己共役拡大と呼ばれます。こ
れを調べていくことで、自己共役演算子かを判定する定理が出てきます。

　ちなみに、対称演算子の自己共役拡大が 1つに決まる場合を本質的自己共役 (essentially self-adjoint)と
言います。例えば、ある定義域で対称演算子が一意的に自己共役演算子として与えられるなら本質的自己共
役です。
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