
エンタングル状態

量子論の性質と関係するエンタングル状態の定義を与えます。先に密度行列による純粋状態と混合状態の定義を
見ます。
ここでは 2粒子までしか扱いませんが、n粒子に一般化することができます。

　ある系において、演算子Oの期待値が ⟨ψ|O|ψ⟩で与えられるとします。このとき、状態は純粋状態 (pure state)
と呼ばれます。これは量子力学の話で使われている状態です。
　これに対して、ある系において状態 |ψi⟩ が確率 Pi で現れるとします。なので、この系においては、O に対
応する ⟨ψi|O|ψi⟩ (i = 1, 2, 3, . . .) が、それぞれの状態 |ψi⟩ での確率 Pi に従って観測されるとします。これは、
⟨ψ1|O|ψ1⟩, ⟨ψ2|O|ψ2⟩, . . .がある確率 P1, P2, . . .で現れるとしたときのOの期待値 ⟨O⟩を求めることになります。
なので、期待値 ⟨O⟩が

⟨O⟩ = P1⟨ψ1|O|ψ1⟩+ P2⟨ψ2|O|ψ2⟩+ · · · =
∑
i

Pi⟨ψi|O|ψi⟩

と与えられる状況になり (ある確率 Pi に従っているときの期待値)、このときを混合状態 (mixed state)と言いま
す。確率は正の実数で

∑
i

Pi = 1

と規格化しています。見て分かるように、純粋状態に確率をくっつけて足し合わせたものです。
　このように、系に対して純粋状態と混合状態という区別をすることができます。この区別は密度行列 (density
matrix)によって与えることができるので、それを見ていきます。
　まず、純粋状態だとします。|i⟩, |j⟩を直交基底 (完全正規直交系)として、期待値 ⟨ψ|O|ψ⟩に完全性を挟んで変
形すると

⟨ψ|O|ψ⟩ =
∑
i,j

⟨ψ|i⟩⟨i|O|j⟩⟨j|ψ⟩ =
∑
i,j

⟨j|ψ⟩⟨ψ|i⟩⟨i|O|j⟩ (
∑
i

|i⟩⟨i| = 1 ,
∑
j

|j⟩⟨j| = 1)

和は i, j の取れる範囲全てに対してです。ここで

ρ = |ψ⟩⟨ψ|

というエルミート演算子を定義します。演算子であることは

ρ|ϕ⟩ = |ψ⟩⟨ψ|ϕ⟩ = c|ψ⟩ (c = ⟨ψ|ϕ⟩)

とできることから分かり、エルミート演算子であることは

ρ† = (|ψ⟩⟨ψ|)† = |ψ⟩⟨ψ| = ρ

から分かります。また、規格化 ⟨ψ|ψ⟩ = 1から分かるように

ρ2 = ρ†ρ = |ψ⟩⟨ψ|ψ⟩⟨ψ| = |ψ⟩⟨ψ| = ρ

となっています。
　 ρを ⟨i|と |j⟩で挟んだものを
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ρij = ⟨i|ψ⟩⟨ψ|j⟩ (ρij = ρ∗ji)

と定義し、これは ρの行列表示になります (i, j は行列成分)。これによって期待値は

⟨ψ|O|ψ⟩ =
∑
i,j

⟨j|ψ⟩⟨ψ|i⟩⟨i|O|j⟩ =
∑
i,j

ρjiOij =
∑
j

(ρO)jj = tr(ρO) (Oij = ⟨i|O|j⟩) (1)

と書けることが分かります。最右辺へは、添え字 j の和が行列のトレース trと同じだからで、トレースは離散的
では

trO =
∑
n

⟨n|O|n⟩

連続的では

trO =

∫
dx⟨x|O|x⟩

となっています。trρは直交基底として何を選ぶかに依存していません。これは

trρ =
∑
j

⟨j|ρ|j⟩ =
∑
j

∑
i

⟨j|ρ|i⟩⟨i|j⟩ =
∑
j

∑
i

⟨i|j⟩⟨j|ρ|i⟩ =
∑
i

⟨i|ρ|i⟩

となるからです。
　ここで定義した ρは密度行列 (density matrix)と呼ばれます。ρを密度演算子、ρij を密度行列として区別する
ときもありますが、密度行列で演算子の場合も指すことが多いので、密度行列と言っていきます。
　次に、混合状態の場合を見ます。混合状態でも期待値 ⟨O⟩に完全性を挟むと

⟨O⟩ =
∑
i

Pi⟨ψi|O|ψi⟩ =
∑
i

∑
m,n

Pi⟨ψi|m⟩⟨m|O|n⟩⟨n|ψi⟩ =
∑
i

∑
m,n

Pi⟨n|ψi⟩⟨ψi|m⟩⟨m|O|n⟩

ここで

σ =
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi|

σnm =
∑
i

Pi⟨n|ψi⟩⟨ψi|m⟩

とすれば

⟨O⟩ =
∑
i

∑
m,n

Pi⟨n|ψi⟩⟨ψi|m⟩⟨m|O|n⟩ =
∑
m,n

σnmOmn = tr(σO)

となり、(1)と同じ形になります。実際に、例えば i = 1で P1 = 1, i ̸= 1で Pi = 0とすれば、(1)と一致します。
　混合状態での密度行列もエルミート演算子です。密度行列は、確率 Pi は実数であることから

σ† =
(∑

i

Pi|ψi⟩⟨ψi|
)†

=
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi| = σ
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となり、エルミート演算子です。エルミート演算子であることから分かるように、σの期待値は

⟨ψ|σ|ψ⟩ =
∑
i

Pi⟨ψ|ψi⟩⟨ψi|ψ⟩ =
∑
i

Pi|⟨ψ|ψi⟩|2 ≥ 0

となっています。
　密度行列の性質を出します。σのトレースは完全性を使えば（⟨ψi|ψi⟩ = 1に規格化されているとして）

trσ = tr
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi| =
∑
j

⟨j|
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi|j⟩ =
∑
i

Pi

∑
j

⟨j|ψi⟩⟨ψi|j⟩

=
∑
i

Pi

∑
j

⟨ψi|j⟩⟨j|ψi⟩

=
∑
i

Pi⟨ψi|ψi⟩

=
∑
i

Pi

= 1

Piをなくせば純粋状態でも trρ = 1になっていることが分かります。これから、エルミート演算子でトレースが 1
であるものを密度行列と定義することもできます。
　しかし、密度行列の 2乗のトレースは混合状態と純粋状態で異なっています。σ2 は

σ2 = (
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi|)2 = (
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi|)(
∑
j

Pj |ψj⟩⟨ψj |) =
∑
i,j

PiPj |ψi⟩⟨ψi|ψj⟩⟨ψj | ̸= σ

ですが、純粋状態での ρ2 は ρ2 = ρです。このため、σ2 と ρ2 のトレースは

trσ2 < 1

trρ2 = trρ = 1

となります。trσ2 < 1なのは、Pi < 1なので P 2
i < Pi だからです。

　密度行列は密度行列に分解することができます。ρ1, ρ2 を密度行列 (混合状態、純粋状態のどちらでも)とした
とき

ρ = αρ1 + (1− α)ρ2 (0 < α < 1)

とした ρも密度行列です。これは凸結合 (convex combination)と呼ばれる形です。ρは明らかにエルミート演算
子で (エルミート演算子同士を足したものはエルミート演算子)、期待値は

⟨ψ|ρ|ψ⟩ = α⟨ψ|ρ1|ψ⟩+ (1− α)⟨ψ|ρ2|ψ⟩ ≥ 0

トレースは

trρ = αtrρ1 + (1− α)trρ2 = α+ 1− α = 1

となっているので、ρは密度行列です。
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　 |ψi⟩が直交しているなら (⟨ψi|ψj⟩ = δij)

σ|ψj⟩ =
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi|ψj⟩ =
∑
i

Pi|ψi⟩δij = Pj |ψj⟩ (2)

となるので、Pi は密度行列 σの固有値となります。
　というわけで、密度行列によって、純粋状態は

ρ = |ψ⟩⟨ψ| , trρ2 = 1

混合状態は

ρ =
∑
i

Pi|ψi⟩⟨ψi| , trρ2 < 1

と与えられます。ここから、密度行列は特に区別が必要にならない限り ρとします。
　ここまでは 1つの系でしたが、次に 2つの系の場合を見ていきます。各系をそれぞれ系A,Bとします。そして、
それらによって 1つの系 (2つの粒子による合成系)AB が作られているとします。その系 AB の状態 |ψAB⟩を考
えます。「角運動量の合成」の補足で少し触れたように、|ψAB⟩は、ヒルベルト空間HAとヒルベルト空間HB の
テンソル積によるHA ⊗HB での状態とします。このとき、HAとHB の基底のテンソル積はHA ⊗HB での基底
となります。このため、HA の直交基底を |ai⟩、HB の直交基底を |bj⟩としたとき、|ai⟩ ⊗ |bj⟩は HA ⊗HB での
直交基底となるので、|ψAB⟩は展開係数を cij として

|ψAB⟩ =
N∑

i,j=1

cij |ai⟩ ⊗ |bj⟩ (3)

と書けます。簡単のためにHA,HB の次元を両方ともN としています (異なる次元でも話は同じ)。規格化から cij
は

N∑
i.j=1

|cij |2 = 1

とします。
　テンソル積の性質 (定義)を証明なしで示せば

c(|ψA⟩ ⊗ |ψB⟩) = c|ψA⟩ ⊗ |ψB⟩

|ψA⟩ ⊗ (|ψB⟩+ |ϕB⟩) = |ψA⟩ ⊗ |ψB⟩+ |ψA⟩ ⊗ |ϕB⟩

|ψA⟩ ⊗ |ψB⟩ = |ψB⟩ ⊗ |ψA⟩

(|ψA⟩ ⊗ |ψB⟩)† = ⟨ψA| ⊗ ⟨ψB |

cは任意の複素数です。演算子に対しては
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(SA ⊗ SB)(|ψA⟩ ⊗ |ψB⟩) = SA|ψA⟩ ⊗ SB |ψB⟩

(SA ⊗ SB)(TA ⊗ TB) = SATA ⊗ SBTB

(SA ⊗ I)(I ⊗ TB) = SA ⊗ TB

(SA ⊗ I)(TA ⊗ I) = SATA ⊗ I

tr(SA ⊗ SB) = tr(SA)tr(SB)

SA, TA, SB , TBは系A,Bでの演算子で、Iは系A,Bでの恒等演算子 (簡単に言えば 1で、行列での単位行列)です。
　 |ψAB⟩に対する分類があります。|ψAB⟩が純粋状態のとき、HAの状態 |ϕA⟩とHB の状態 |ϕB⟩によって |ψAB⟩
が

|ψAB⟩ = |ϕA⟩ ⊗ |ϕB⟩

と書けるなら product state、このように書けなければ |ψAB⟩はエンタングル状態 (entangled state)と定義されま
す。エンタングル状態を扱う話は、エンタングルメント（量子もつれ、entanglement）と呼ばれます。
　エンタングルメントはアインシュタイン (Einstein)、ポドルスキー（Podolsky）、ローゼン (Rosen)によるいわゆ
る EPR論文で最初に現れ、シュレーディンガーによってエンタングルメント (最初はドイツ語で Verschränkung)
と呼ばれるようになりました。
　単純に言えば、product stateは

|ψAB⟩ =
∑
i,j

cij |ϕi⟩ ⊗ |ϕj⟩ =
∑
i

ai|ϕi⟩ ⊗
∑
i

bj |ϕj⟩

のように書けるもので、これから product stateと呼ばれる理由が分かると思います。そして、この形だとはっき
りしますが、product stateでは系 Aと系 B の間に相関がありません (系 Aと系 B を別々に独立に用意出来れば
いい)。このため、系 Aでの観測と系 B での観測はお互いに影響しない状況となっています。
　他にも product stateと呼ばれことが分かる形があります。系 AB での演算子 Oの期待値は、系 AB の密度行
列を ρとすれば

⟨ψAB|O|ψAB⟩ = tr(ρO) (O = OA ⊗OB)

|ψAB⟩は純粋状態としているので、|ψAB⟩が product stateなら

ρ = |ψAB⟩⟨ψAB | = |ϕA⟩ ⊗ |ϕB⟩⟨ϕA| ⊗ ⟨ϕB | = |ϕA⟩⟨ϕA| ⊗ |ϕB⟩⟨ϕB| = ρA ⊗ ρB

これによって期待値はテンソル積の性質から

tr(ρO) = tr(ρOA ⊗OB) = tr(ρAOA ⊗ ρBOB) = tr(ρAOA)tr(ρBOB)

と書けます。このように系 Aと系Bによる積の形に書けるので、product stateと呼ばれます。これから、系 AB
での密度行列が ρ = ρA ⊗ ρB という形で書けなければ、|ψAB⟩はエンタングル状態と定義することができます。
　エンタングル状態として頻繁に出てくるのがスピン 1/2による 1重項です（「スピン 1/2」参照）。スピン 1/2の
とき、スピンの固有状態はスピンが上向きの状態 |+⟩と下向きスピンの状態 |−⟩の 2つしかありません。このと
き、2つのスピン 1/2の系を合わせたとき

|ψAB⟩ =
(
a+|+⟩+ a−|−⟩

)
⊗

(
b+|+⟩+ b−|−⟩

)
と書けるなら、定義から product stateです (a±, b± は適当な係数)。これに対して、1重項は
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|ψAB⟩ =
1√
2
(|+⟩ ⊗ |−⟩ − |−⟩ ⊗ |+⟩)

となっていて、product stateの形になっていません。よって、1重項はエンタングル状態です。これは後で確か
めます。
　 1重項において射影仮説 (波束の収縮)を使えば、系 Aでスピン状態 |+⟩を観測したとき、系 B は |−⟩の状態
になります (|+⟩ ⊗ |−⟩に収縮する)。つまり、系 B の結果は系 Aの結果に依存しています。これがエンタングル
状態の特徴です。
　 |ψAB⟩が純粋状態のとき、別の定義によって product stateとエンタングル状態を区別できるので、それも出し
ておきます。
　まず (3)を行列の性質を使って変形します。任意の複素行列は 2つのユニタリー行列 U, V によって対角化する
ことができます (場の量子論の「フェルミオン世代の混合」の補足参照)。cij を対角化 (対角成分以外 0にする)し
たものを dij とすれば

cij =
N∑

k=1

UikdkkVkj

と書けます。そうすると

|ψAB⟩ =
N∑

i,j=1

cij |ai⟩ ⊗ |bj⟩ =
N∑

i,j=1

N∑
k=1

UikdkkVkj |ai⟩ ⊗ |bj⟩ =
N∑

i,j=1

N∑
k=1

dkk(Uik|ai⟩)⊗ (Vkj |bj⟩)

ここで

|a′k⟩ =
N∑
i=1

Uik|ai⟩ , |b′k⟩ =
N∑
j=1

Vkj |bj⟩

と定義すれば

|ψAB⟩ =
N∑

k=1

dkk|a′k⟩ ⊗ |b′k⟩ =
N∑

k=1

√
λk|a′k⟩ ⊗ |b′k⟩

と書くことができ、この形はシュミット分解 (Schmidt decomposition)と呼ばれます。
√
λk は dkk の対角成分で、

ルートをつけているのは利便性のためです (最右辺へは dkk は対角成分しかないので、対角成分のみを取り出して√
λkとしても同じ意味だから)。また、|ai⟩は直交基底であることと、ユニタリー行列の定義U−1 = U† (U†U = 1)
から

⟨ai|aj⟩ = δij

⟨ai|U†U |aj⟩ = δij

⟨a′i|a′j⟩ = δij

となるので、|a′k⟩, |b′k⟩も直交基底になります。よって、規格化 ⟨ψAB |ψAB⟩ = 1から、λi は実数で、

N∑
i=1

λi = 1

となります。
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　 λk が何かを見るために、密度行列 ρ = |ψAB⟩⟨ψAB |に対して部分的なトレースを行います。それらは

ρA = trBρ , ρB = trAρ

として、trB はHB の状態に対するトレース、trA はHA の状態に対するトレースです。実際に ρA で行っていき
ます。|ψAB⟩をテンソル積の形にして

ρA = trBρ

= trB
(
|ψAB⟩⟨ψAB|

)
= trB

( N∑
i=1

√
λi|a′i⟩ ⊗ |b′i⟩

N∑
j=1

√
λj⟨a′j | ⊗ ⟨b′j |

)

テンソル積は系 Aと B の間によって与えられているので |a′i⟩ ⊗ ⟨a′j |ということはおきなく

|a′i⟩ ⊗ |b′i⟩⟨a′j | ⊗ ⟨b′j |) = |a′i⟩⟨a′j | ⊗ |b′i⟩⟨b′j |

となります。よって

ρA = trB
( N∑
i=1

√
λi|a′i⟩ ⊗ |b′i⟩

N∑
j=1

√
λj⟨a′j | ⊗ ⟨b′j |

)

= trB
( N∑
i,j=1

√
λi
√
λj |a′i⟩⟨a′j | ⊗ |b′i⟩⟨b′j |

)

trB は系 B でのトレースなので、系 B での直交基底 |Bm⟩による

trBOB =
∑
m

⟨Bm|OB |Bm⟩

という意味です。このことから
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ρA =
N∑

m=1

⟨Bm|
( N∑
i,j=1

√
λi
√
λj |a′i⟩⟨a′j | ⊗ |b′i⟩⟨b′j |

)
|Bm⟩

=
N∑

i,j=1

√
λi
√
λj |a′i⟩⟨a′j | ⊗

( N∑
m=1

⟨Bm|b′i⟩⟨b′j |Bm⟩
)

=
N∑

i,j=1

√
λi
√
λj |a′i⟩⟨a′j | ⊗

( N∑
m=1

⟨b′j |Bm⟩⟨Bm|b′i⟩
)

=
N∑

i,j=1

√
λi
√
λj |a′i⟩⟨a′j | ⊗ ⟨b′j |b′i⟩

=
N∑

i,j=1

√
λi
√
λj |a′i⟩⟨a′j |δij

=
N∑
i=1

λi|a′i⟩⟨a′i|

これは混合状態での密度行列の形と同じです。そして、|a′i⟩⟨a′i|はエルミート演算子なので、ρAはエルミート演算
子です。というわけで、ρA は混合状態での密度行列の性質を持ちます。よって、(2)から、|a′i⟩と λi は ρA の固
有状態と固有値です。これは ρB でも同様で、

ρB =
N∑
i=1

λi|b′i⟩⟨b′i|

となり、|b′i⟩と λi は ρB の固有状態と固有値です。ρA, ρB は reduced density matrixと呼ばれます。
　シュミット分解から product stateとエンタングル状態を分類することが出来ます。シュミット分解

|ψAB⟩ =
N∑

k=1

√
λk|a′k⟩ ⊗ |b′k⟩

における λk は ρA, ρB の固有値です。このとき、ρA, ρB の 0でない固有値が 1つなら product state、2以上では
エンタングル状態 (entanglement)と分類されます。0でない固有値の個数はシュミット数 (Schmidt number)と呼
ばれます (もしくは行列の階数との対応からシュミット階数)。シュミット数が 1なら λk は 1つしかないので

|ψAB⟩ = |ϕA⟩ ⊗ |ϕB⟩

という形で書け、純粋状態での product stateとなります。なので、シュミット数が 2以上ではエンタングル状態
となります (2以上ではさらにテンソル積の項が加わっていくため)。
　シュミット数に対して密度行列がどうなっているのかも見ておきます。密度行列は

ρ = |ψAB⟩⟨ψAB|

これにシュミット分解したものを入れれば

ρ =

N∑
i,j=1

√
λi
√
λj |a′i⟩ ⊗ |b′i⟩⟨a′j | ⊗ ⟨b′j |

8



シュミット数が 1なら、ρA (ρB)の固有値 λi が 1つしかないので

ρ = λ|a′⟩ ⊗ |b′⟩⟨a′| ⊗ ⟨b′|

そして、規格化

N∑
i=1

λi = 1

から、λ = 1として

ρ = |a′⟩ ⊗ |b′⟩⟨a′| ⊗ ⟨b′|

そうすると、ρA, ρB は

ρA = |a′⟩⟨a′| , ρB = |b′⟩⟨b′|

なので、シュミット数が 1のとき系 AB の密度行列は

ρ = ρA ⊗ ρB

と書けます。よって、密度行列がこの形で書ければ product state、書けなければエンタングル状態となります。
さらに、シュミット数が 1での ρA は trρ2A = 1 (純粋状態)ですが、シュミット数が 2以上であれば

trρ2A < 1 (
N∑
i=1

λ2i < 1)

となっています (混合状態)。これから、ρA(もしくは ρB)が純粋状態なら product state、混合状態ならエンタン
グル状態となります。
　 1重項の密度行列で見てみます。1重項での密度行列は

ρ = |ψAB⟩⟨ψAB | =
1

2

(
|+A⟩ ⊗ |−B⟩ − |−A⟩ ⊗ |+B⟩

)(
⟨+A| ⊗ ⟨−B | − ⟨−A| ⊗ ⟨+B |

)
=

1

2

(
|+A⟩⟨+A| ⊗ |−B⟩⟨−B | − |+A⟩⟨−A| ⊗ |−B⟩⟨+B |

− |−A⟩⟨+A| ⊗ |+B⟩⟨−B|+ |−A⟩⟨−A| ⊗ |+B⟩⟨B+|
)

これを系 B に対してトレースを取れば
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ρA = trBρ =
1

2

(∑
m

|+A⟩⟨+A| ⊗ ⟨Bm|−B⟩⟨−B|Bm⟩

−
∑
m

|+A⟩⟨−A| ⊗ ⟨Bm|−B⟩⟨+B |Bm⟩

−
∑
m

|−A⟩⟨+A| ⊗ ⟨Bm|+B⟩⟨−B |Bm⟩

+
∑
m

|−A⟩⟨−A| ⊗ ⟨Bm|+B⟩⟨B+|Bm⟩
)

=
1

2

(
|+A⟩⟨+A| ⊗ ⟨−B|−B⟩

− |+A⟩⟨−A| ⊗ ⟨+B |−B⟩

− |−A⟩⟨+A| ⊗ ⟨−B |+B⟩

+ |−A⟩⟨−A| ⊗ ⟨B+|+B⟩
)

=
1

2

(
|+A⟩⟨+A|+ |−A⟩⟨−A|

)
(⟨±|±⟩ = 1 , ⟨∓|±⟩ = ⟨±|∓⟩ = 0)

第一項と第二項は行列で言えば、対角成分になり (+を 1,−を 2とすれば 11成分と 22成分)、固有値 λi は 2つ
(縮退している)あります。よって、エンタングル状態です。また、ρ2A = ρ†AρA は明らかに 1/4による対角行列に
なるので、ρ2A のトレースは 1/2となり、ρA は混合状態の密度行列です。これからも 1重項はエンタングル状態
であることが分かります。
　具体的にすれば、|±⟩は行列で

|+⟩ =
(

1
0

)
, |−⟩ =

(
0
1

)

と書けるので、直積から

1

2
(|+A⟩⟨+A|+ |−A⟩⟨−A|) =

1

2
I

I は単位行列です。これから ρ2A のトレースは

trAρ
2
A = trA

1

4
I =

1

2
< 1

となります。
　最後に |ψAB⟩が混合状態のときのエンタングル状態の定義を与えます ρ

(A)
n を系 Aの密度行列、ρ(B)

n を系 Bの
密度行列としたとき

ρ =
∑
n

Pnρ
(A)
n ⊗ ρ(B)

n

と書けるなら separable stateと呼ばれ、書けなければエンタングル状態となります。純粋状態のときと同じよう
に、期待値は密度行列によって
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⟨O⟩ = tr(σO) = tr(σOA ⊗OB) = tr
(∑

n

Pnρ
(A)
n OA ⊗ ρ(B)

n OB

)
=

∑
n

Pntr(ρ
(A)
n OA ⊗ ρ(B)

n OB)

=
∑
n

Pntr(ρ
(A)
n OA)tr(ρ

(B)
n OB)

と書けます。
　ここで定義した separable stateでは、系 Aと系 B は確率 Pn を共有しています (Pnρ

(A)
n ⊗ ρ

(B)
n )。このため、

系 A,B には相関があります (確率 Pn となる観測結果を共有している)。しかし、separable stateは、確率 Pn で
ρ
(A)
n ⊗ ρ

(B)
n が得られたという手順を繰り返した結果でしかないです (ρ

(A)
n ⊗ ρ

(B)
n はお互いに影響を与えない)。こ

れは通常の (日常的な)確率による話と同じです。なので、古典的な相関であって、量子的な相関とは言えないで
す。このこととエンタングル状態は separable stateでないという定義から、エンタングル状態が量子的な相関を
含んでいる状態と言えます。また、separable stateの密度行列は純粋状態での product stateの凸結合になってい
ます。
　純粋状態ではシュミット分解によってproduct stateとエンタングル状態を区別できますが、混合状態での separable
stateとエンタングル状態を区別する一般的な方法はまだないようです。
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