
共変微分

偏微分はテンソルではないので、テンソルとして使える微分を作ります。

ついでに、intrinsic derivativeとリー微分も作ります。

クリストッフェル記号として Γと { }の両方を使っていますが、特に意味はないです。書いてて便利そうな方を
その時々で使っているだけです。

　反変ベクトル Ai(xj)の偏微分 ∂Ai/∂xk は

∂Ai

∂xk
=

∂xl

∂xk

∂xi

∂xj

∂A
j

∂xl
+

∂xl

∂xk

∂xi

∂xj∂xl
A

j

という変換則になっているので、明らかにテンソルではないです。なので、テンソルとなる微分を作ります。微分

は変化量なので、空間上の移動を見ていきます。

　アフィン空間とします。点 xでの反変ベクトル Ai(xj)を用意し、微小に離れた点 x + dxに移動させます。こ

のとき、移動させた結果が点 x+ dxでの Ai(xj + dxj)とどれだけズレるのかを求めます。つまり、点 xでのベク

トルAi(xj)を点 x+ dxへ微小なベクトル dxj に沿って移動させたベクトルA′i(xj + dxj)とAi(xj + dxj)を比べ

ます。

　まず、Ai(xj + dxj)をテーラー展開して

Ai(xj + dxj) = Ai(xj) +
∂Ai

∂xk
dxk +O(dxk)

2次以上は O(dxk)にまとめています。これとは別に、A′i(xj + dxj)はベクトルの移動則によって

A′i(xj + dxj) = Ai(xj)− Γi
klA

ldxk

Γi
klの定義はクリストッフェル記号の定義にあわせているので、「アフィン接続係数と平行移動」の最初の方で使っ

ていたアフィン接続 Γi
kl の符号を反転させています。この二つのベクトルの差をとると

Ai(xj + dxj)−A′i(xj + dxj) = Ai(xj) +
∂Ai

∂xk
dxk +O(dx)−Ai(xj) + Γi

klA
ldxk

= (
∂Ai

∂xk
+ Γi

klA
l)dxk +O(dx) (1)

左辺はベクトル同士の差なのでベクトル、右辺の dxk はベクトルなので、O(dx)の項を無視して

∂Ai

∂xk
+ Γi

klA
l

とした部分は商定理よりテンソルです。もしくは、Γi
klの変換則を使っても直接確かめられます。このテンソル部

分を反変ベクトルの共変微分と呼びます。(1)の O(dx)を無視して変形させると

(
∂Ai

∂xk
+ Γi

klA
l) =

Ai(xj + dxj)−A′i(xj + dxj)

dxk
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となっていて、右辺を dxk → 0の極限にとれば、よく見る微分の定義の堅いです。また、Γi
klが消えればただの微

分部分だけが残ります。よって、これを微分として与えます。共変微分は移動に伴うベクトルの変化量を表します。

　表記法として、通常の偏微分では

Tα
βγ|k =

∂Tα
βγ

∂xk

のように微分するものの添え字を「|」で区切り、共変微分では

Ai
||k =

∂Ai

∂xk
+ Γi

klA
l = Ai

|k + Γi
klA

l

として、2個の「|」で区切って「||」とします。ただし、偏微分には「,」を使い、共変微分には「;」を使う表記

のほうが一般的ですが、こっちの定義を使ってしまいます。

　また

Ai(xj + dxj) = A′i(xj + dxj)

となる領域があれば、明らかに共変微分は 0なのでベクトルは定ベクトルとなります。ただし

Ai
||k = Ai

|k + Γi
klA

l = 0

が成り立つためにはアフィン接続 Γが積分できる必要があります。

　今の結果をリーマン空間に持っていきます。することは簡単で、ベクトルの移動をリーマン空間の平行移動に変

えればいいだけで

Ai
||k = Ai

|k + Γi
klA

l = Ai
|k +

{
i

k l

}
Al

これがリーマン空間での共変微分になります。表記的には何も変わりません。

　反変ベクトルを使ってきましたが、共変ベクトルでも同様に共変微分を定義できます。スカラー ϕを内積から

ϕ(xα) = ξi(xα)ηi(x
α)

と与えます。これの偏微分は

ϕ|l = ξi|lηi + ξiηi|l = vl

「テンソル解析」で見たようにこれは共変ベクトルです。そして、ηiξ
i
||l = wl との差を取ると
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sl = vl − wl

= ξi|lηi + ξiηi|l − ηiξ
i
||l

= ξi|lηi + ξiηi|l − ξi|lηi −

{
i

m l

}
ξmηi

= ξiηi|l −

{
i

m l

}
ξmηi

第一項のダミーインデックスをmに変えて

sl = ξm(ηm|l −

{
r

m l

}
ηr)

商定理より ηm|l −

{
r

m l

}
ηr はテンソルです。というわけで、これが共変ベクトル ηm の共変微分になります。

反変と共変の両方を書くと

Ai
||k = Ai

|k +

{
i

k l

}
Al = Ai

|k + Γi
klA

l

ηi||k = ηi|k −

{
l

i k

}
ηl = ηi|k − Γl

ikηl

反変と共変で、添え字の上下と、クリストッフェル記号の項の符号が変わります。反変ベクトルではクリストッ

フェル記号部分の和をとる添え字は下側に、共変ベクトルでは上側です。

　次にテンソルの共変微分を定義します。ベクトルの積 AiBk の偏微分は

(AiBk)|l = Ai
|lB

k +AiBk
|l

これは共変微分でも同様で

(AiBk)||l = Ai
||lB

k +AiBk
||l

単純に言えば、クリストッフェル記号が消える座標系では

Ai
|l = Ai

||l

となるので、偏微分と同じように作用するからです。そして、共変微分 (AiBk)||l = Ai
||lB

k + AiBk
||l の右辺はテ

ンソルなので、任意の座標系でこの関係は成り立ちます。

次にベクトル３つによる AiBkCm を使って
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(AiBkCm)||l = Ai
||lB

kCm +AiBk
||lCm +AiBkCm||l

ここに共変微分の式を入れて

(AiBkCm)||l = Ai
|lB

kCm +

{
i

l r

}
ArBkCm +AiBk

|lCm +

{
k

l r

}
AiBrCm +AiBkCm|l −

{
r

l m

}
AiBkCr

= (AiBkCm)|l +

{
i

l r

}
ArBkCm +

{
k

l r

}
AiBrCm −

{
r

l m

}
AiBkCr

テンソルは「テンソル解析」でのテンソルの分解で見たように、ベクトルのテンソル積の和

T ik
m =

∑
α,β,γ

Ai
(α)B

k
(β)C

(γ)
m

で書けます (α, β, γ はベクトルの区別 )。なので、AiBkCm の結果から、テンソルに対しての共変微分は

T ij
k||l = T ij

k|l +

{
i

l r

}
T rj

k +

{
j

l r

}
T ir

k −

{
r

l k

}
T ij

r

となります。第二項以降の符号は反変部分がプラス、共変部分がマイナスになります。添え字が 2つあるときに

は、反変成分を見て分かるように、i, j に対して交換するようにして項を増やしています。つまり、テンソルの添

え字が増えたら、増えた分だけ交換するようにして項を増やしていけばいいだけで

T i1i2···im
a1a2···an||k = T i1i2···im

a1a2···an|k +

{
i1

k l

}
T li1···im
a1a2···an

+

{
i2

k l

}
T i1l···im
a1a2···an

+ · · ·

−

{
l

k a1

}
T i1i2···im
la2···an

−

{
l

k a2

}
T i1i2···im
a1l···an

− · · ·

= T i1i2···im
a1a2···an|k +

m∑
s=1

{
is

k l

}
T

i1···is−1lis+1···im
a1a2···an −

n∑
s=1

{
l

k as

}
T i1i2···im
a1···as−1las+1···an

と書けます。

　共変微分の性質をいくつか示していきます。まず、計量テンソル gik の共変微分はどうなるのかを求めます。第

一種クリストッフェル記号

[il, r] =
1

2
(gir|l + glr|i − gil|r)

を書き換えると
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[il, r] = gir|l −
1

2
(gri|l + gli|r − grl|i)

= gir|l − [rl, i]

= gir|l − gik

{
k

r l

}

第一種と第二種の関係は

[rl, i] = gik

{
k

r l

}

なので、gir|l は

gir|l = [il, r] + gik

{
k

r l

}
(2)

となり

gir||l = [il, r] + gik

{
k

r l

}
− gik

{
k

r l

}
− grk

{
k

i l

}

= [il, r]− grk

{
k

i l

}

= grk

{
k

i l

}
− grk

{
k

i l

}

= 0

よって、計量テンソルの共変微分は 0です。このことから

ξi||l = (gikξ
k)||l = gik||lξ

k + gikξ
k
||l = gikξ

k
||l

という関係がわかり、添え字の上げ下げに使われる計量テンソルは共変微分に引っかかりません。他にも、クロ

ネッカーデルタとレヴィ・チビタテンソルの共変微分も 0です。実際に、クロネッカーデルタでは

δij||a = δij|a +

{
i

a k

}
δkj −

{
k

a j

}
δik =

{
i

a j

}
−

{
i

a j

}
= 0

となり、0です。クロネッカーデルタは定数なので、通常の微分でも 0です。レヴィ・チビタテンソルの場合は後

で導く関係を使うので、最後に回します。

　スカラー量 ϕに対しての共変微分は当然
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ϕ||k = ϕ|k

として、ただの偏微分と同じです。そして、ベクトルの内積の共変微分を取ってみると

(AiBi)||k = Ai
||kBi +AiBi||k = (Ai

|k +

{
i

k l

}
Al)Bi +Ai(Bi|k −

{
l

i k

}
Bl)

= Ai
|kBi +AiBi|k +

{
i

k l

}
AlBi −

{
l

i k

}
AiBl

= Ai
|kBi +AiBi|k +

{
l

k i

}
AiBl −

{
l

i k

}
AiBl

= Ai
|kBi +AiBi|k

= (AiBi)|k

となって、内積に対しては共変微分は通常の偏微分になります。これは当然の結果で、スカラーの共変微分はただ

の偏微分になるというだけです。また、偏微分と同じになるものとして、Ai||k −Ak||iという形があり、実際に計

算してみれば

Ai||k −Ak||i = Ai|k −Ak|i −

{
l

i k

}
Al +

{
l

k i

}
Al

= Ai|k −Ak|i

となって、これも偏微分と同じになります。この形は回転 (rotation)なので、回転は偏微分で書けることを表して

います。これについては「テンソルの対称・反対称」でもう一度ふれます。

　共変微分の注意として、一般的に

ξi||a||b ̸= ξi||b||a

となっていて、共変微分は通常の微分での ξi|a|b = ξi|b|a という関係を持ちません。

　ここから、発散とラプラシアンを見ていきます。

• 発散

　 ξi||lはテンソルなので、ξi||iはテンソルの縮約によってスカラーになります。このことを、普通の微分と同

じようにベクトルの発散と呼び、共変微分によって

ξi||i = divξ = ξi|i +

{
i

i k

}
ξk

と書けます。見慣れたベクトルの発散 ξi|iを共変微分で書いただけです。上でも出てきたように、ξi|i = ξi||iと

なる座標系があれば、右辺はテンソルのためにあらゆる座標系で使えます。この発散の式を変形していき、

扱いやすいものにします。
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　計量の偏微分 (2)

gir|l = [il, r] + gik

{
k

r l

}

を変形すれば

0 = gir|l − gkr

{
k

i l

}
− gik

{
k

r l

}

= girgir|l − girgkr

{
k

i l

}
− girgik

{
k

r l

}

= girgir|l − gik

{
k

i l

}
− grk

{
k

r l

}

= girgir|l −

{
k

k l

}
−

{
r

r l

}

kと rはダミーインデックスなので、どちらかに合わせて

{
k

k l

}
=

1

2
girgir|l

「テンソル解析」の計量テンソルの項で導いた計量の行列式を使って変形します。計量 gµν の行列式を gと

したとき

1

g

∂g

∂gik
= gik

となっているので、これを使って

{
k

k l

}
=

1

2

1

g

∂g

∂gir

∂gir
∂xl

=
1

2

1

g

∂g

∂xl

(3)

=
1

2

∂

∂xl
log |g|

(4)

=
∂

∂xl
log

√
−g (5)

ルートの中でマイナスにしているのには理由があって、簡単に言ってしまえば、特殊相対性理論でのミンコ

フスキー計量の行列式 gが −1のためです。これは、局所的には慣性系が現れることを組みむためです。と

いうわけで、この結果を発散の式に入れて
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ξi||i = divξ = ξi|i + ξk
∂

∂xk
log

√
−g

= ξi|i + ξk
1√
−g

∂
√
−g

∂xk

=
1√
−g

(ξi|i
√
−g + ξk

∂
√
−g

∂xk
)

=
1√
−g

[ξi
√
−g]|i

という形になります。この関係は頻繁に使います。これを使って重要な関係を導きます。

　そのために、不変体積要素を求めます。座標系を xから xに変えるときの計量の変化は座標変換から

gik =
∂xm

∂xi

∂xn

∂xk
gmn

これの行列式をとると

g = g
(
det

∂xα

∂xi

)2
これのルートは

√
−g =

√
−g|det ∂x

α

∂xi
| =

√
−g

∣∣∣∂(x0, x1, · · · )
∂(x0, x1, · · · )

∣∣∣
最右辺はヤコビアンで、| |は絶対値です。絶対値を取るのは、体積は負の値を持たないからです。

　 4次元での微小な体積要素は

d4x = dx0dx1dx2dx3

であって、これの変換は積分での変数変換と同じように、ヤコビアンから

d4x =
∣∣∣∂(x0, x1, x2, x3)

∂(x0, x1, x2, x3)

∣∣∣d4x
よって

√
−gd4x =

√
−gd4x

という関係になり、これはスカラーです。これを 4次元での不変体積要素と呼びます。例えば、ミンコフス

キー計量 (g = −1)では
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d4x = dx0dx1dx2dx3 = dtdV

というただの測定可能な時間 dtと微小三次元体積 dV になります。また 3次元空間での極座標 (r, θ, ϕ)では

計量は

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 (6)

から

gik =

 1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ



なので

√
g =

√
r4 sin2 θ =

√
r4 sin2 θ = r2 sin θ

よって

d3x = r2 sin θdrdθdϕ

という極座標での微小体積要素となります。

　不変体積要素を導入したのは、n次元空間におけるある領域Dでの積分

∫
D

dnx
√
−gdivξ

を考えるためです (ξはベクトル)。発散の式を入れれば

∫
D

dnx(ξi
√
−g)|i

と書き換えられます。これにグリーンの定理 (部分積分)を使うことで

∫
D

dnx(ξi
√
−g)|i =

∑
i

∫
∂D

dx1dx2 · · · dxi−1dxi+1 · · · dxn ξi
√
−g

というリーマン空間におけるガウスの積分定理の共変形を得ることができます。∂DはDの境界、右辺の積

分領域はベクトル ξi の流出面です。このように、ガウスの積分定理に計量テンソルがからんできます。ま

た、左辺は
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ξi||i =
1√
−g

(ξi
√
−g)|i

から

∫
D

dnx(ξi
√
−g)|i =

∫
D

dnx
√
−gξi||i

とも書けます。この形で書くと、Aµ(x)が無限遠で消えるなら

∫
dnx ∂µA

µ = 0

となることの一般化した形というのがはっきりします。

　電磁気においてガウスの積分定理が重要になっていたように一般相対性理論においてもベクトルの保存則

で大事な役割を持ちます。

• ラプラシアン

　スカラー関数 f(xα)の勾配 f|k は共変ベクトルになります。これに計量テンソル gik を作用させて反変ベ

クトルにして、発散の式に入れれば

∇2f = div(gikf|k) =
1√
−g

[gikf|k
√
−g]|i

これをラプラシアン∇2 とします。これを三次元の極座標に適用させてみます。

　 f の偏微分部分は

f|k = (
∂f

∂r
,
∂f

∂θ
,
∂f

∂ϕ
)

このときの計量 gik は (6)から

g11 = 1 , g22 = r2 , g33 = r2 sin2 θ

gik は gik の逆行列なので

g11 = 1 , g22 =
1

r2
, g33 =

1

r2 sin2 θ

そして、行列式 gは r4 sin2 θです。これらをラプラシアンの式に入れれば
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∇2f =
1
√
g
(
√
ggikf|k)|i

=
1
√
g

(√
g(gi1

∂f

∂r
+ gi2

∂f

∂θ
+ gi3

∂f

∂ϕ
)
)
|i

=
1

r2 sin θ

( ∂

∂r
(r2 sin θ

∂f

∂r
) +

∂

∂θ
(r2 sin θ

1

r2
∂f

∂θ
) +

∂

∂ϕ
(r2 sin θ

1

r2 sin2 θ

∂f

∂ϕ
)
)

=
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2

なので、極座標でのラプラシアンになります。一行目から二行目へは

∂

∂r
(
√
gg11

∂f

∂r
) +

∂

∂θ
(
√
gg21

∂f

∂r
) +

∂

∂ϕ
(
√
gg31

∂f

∂r
) =

∂

∂r

√
gg11

∂f

∂r

としています。

• intrinsic derivative

　共変微分は平行移動によるズレとして作りましたが、今度は曲線上においてのみ定義されるベクトルの微

分がどうなるのかを見ます。アフィン空間で行います。曲線上ということから、座標を xi(s)として曲線の

パラメータ sを使って書きます。ベクトル ξi も曲線のパラメータによる関数として、ξi(s)とします。そう

すると、移動は曲線のパラメータによるので、xi(s)から xi(s+∆s)への移動となり、対応するベクトルは

ξi(s), ξi(s+∆s)です。

　 xi(s+∆s)でのベクトル ξi(s+∆s)はテーラ展開によって

ξi(s+∆s) = ξi(s) +
dξi

ds
∆s+ · · ·

共変微分のときと同じように ξi(s)を平行移動させれば、∆sの一次までで dxi = (dxi/ds)∆sなので

ξ′i(s+∆s) = ξi(s)− Γi
jkξ

k(s)
dxj

ds
∆s+ · · ·

この二つの差を取れば

ξi(s+∆s)− ξ′i(s+∆s) = (
dξi

ds
+ Γi

jkξ
k dx

j

ds
)∆s

となるので、共変微分と同じようにして

Dξi

Ds
=

dξi

ds
+ Γi

jkξ
k dx

j

ds
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というのが定義できます。これは曲線に沿った共変微分に対応し、intrinsic derivativeや absolute derivative

と言います。これはそのままテンソルに一般化できます。

　共変微分との対応は

dξi

ds
+ Γi

jkξ
k(s)

dxj

ds
=

dξi

dxl

dxl

ds
+ Γi

jkξ
k dx

j

dxl

dxl

ds

=
dξi

dxl

dxl

ds
+ Γi

jkξ
kδjl

dxl

ds

= (
dξi

dxl
+ Γi

lkξ
k)

dxl

ds

= ξi||l
dxl

ds

となっています。また、intrinsic derivativeでも共変微分と同様に計量は定数扱いになります。これらの関

係はリーマン空間でも同様に成り立ちます。

• リー微分

　 intrinsic derivativeと同じように曲線に沿った別の微分が作れます。パラメータ sを持つ曲線 fµ(s)を考

えます。これの接ベクトル tµ は sの微分によって

tµ =
∂fµ

∂s

ここでは、曲線上のある点 P にいるベクトル Aµ(x)を、接ベクトルの方向へ微小移動させ点Qへ持って行

きます。ここで、移動させることを座標変換と見なします (観測者が動くことで点 P から点Qに行ったとす

る)。そうすると、点 Qの座標と移動させたベクトルを x′µ = xµ + ϵtµ, A′µ(x′)とすれば、座標変換から

A′µ(x′) =
∂xµ′

∂xν
Aν(x) = (δµν + ϵ

∂tµ

∂xν
)Aν(x) = Aµ(x) + ϵtµ|νA

ν(x) (7)

これとは別に Aµ(x)を点 Qの座標で書くと

Aµ(x′) = Aµ(x+ ϵt) = Aµ(x) + ϵAµ
|νt

ν (8)

A′µ(x′)と Aµ(x′)は等しくならないことから、二つの差を取って微小な ϵでわったものを

LtA
µ
P =

Aµ
Q(x

′)−A′µ
Q (x′)

ϵ

として、Ltを定義します。Aµ, A′µについている P,Qは点 P,Qでのものであることを表わしています。こ

れをリー微分 (Lie derivative)と呼び、右辺は (7)、(8)から

LtA
µ = Aµ

|νt
ν − tµ|νA

ν
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と求まります。Lt のように Lの添え字に動かす方向をつけて書かれます。導出を見て分かるように、リー

微分は曲線にそって接ベクトル方向へ微小に動かした時の変化量として定義されます。

　同様にすることで、共変ベクトルに対しては

LtAµ = Aµ|νt
ν + tν|µAν

となります。

　リー微分は接続係数を含まずに定義されていますが、リー微分はテンソルであるために偏微分は共変微分

に変えて

LtA
µ = Aµ

||νt
ν − tµ||νA

ν

と書いても問題はありません。テンソルであることを示すのは省きます。

　スカラーやテンソルに対しても同じように定義でき、スカラーでは単なる偏微分で

Ltϕ = ϕ|µt
µ = ϕ||µt

µ

テンソルでは、例えば 2階では

LtT
µν = Tµν

|λ tλ − Tλνtµ|λ − Tµλtν|λ = Tµν
||λ t

λ − Tλνtµ||λ − Tµλtν||λ

LtTµν = Tµν|λt
λ + Tλνt

λ
|µ + Tµλt

λ
|ν = Tµν||λt

λ + Tλνt
λ
||µ + Tµλt

λ
||ν

LtT
µ
ν = Tµ

ν|λt
λ − Tλ

νt
µ
|λ + Tµ

λt
λ
|ν = Tµ

ν||λt
λ − Tλ

νt
µ
||λ + Tµ

λt
λ
||ν

Tµ
ν での各符号は、添え字のつぶれ方が共変、反変ベクトルと同じ場合での符号となります。例えば、ν が

ないとすれば、第一項と第二項は反変ベクトルに、µがないとすれば共変ベクトルの場合になります。また、

計量テンソルでは、計量テンソルの共変微分は 0なので

Ltgµν = gµν||λt
λ + gµλt

λ
||ν + gλνt

λ
||µ = tµ||ν + tν||µ

となります。

　最後に、レヴィ・チビタテンソルの共変微分を行っておきます。レヴィ・チビタテンソルではテンソル密度の共

変微分が必要なので、それをまずは求めます。ウェイトW のベクトル密度 Vi はベクトル V i によって

Vi = (−g)W/2V i

となっています。これを (1)に使えば
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V i(xj + dxj)− V ′i(xj + dxj) = (−g)−W/2Vi(xj) +
∂

∂xk
((−g)−W/2Vi(xj))dxk

− (−g)−W/2Vi(xj) + Γi
kl(−g)−W/2V l(xj)dxk

=
( ∂

∂xk
(−g)−W/2Vi(xj) + Γi

kl(−g)−W/2V l(xj)
)
dxk

=
(
(−g)−W/2 ∂

∂xk
Vi(xj) +

W

2
(−g)−W/2−1 ∂g

∂xk
Vi(xj) + Γi

kl(−g)−W/2V l(xj)
)
dxk

=
(
(−g)−W/2 ∂

∂xk
Vi(xj) +

W

2
(−g)−W/2gab

∂gab

∂xk
Vi(xj) + Γi

kl(−g)−W/2V l(xj)
)
dxk

= (−g)−W/2
( ∂

∂xk
Vi(xj) +

W

2
gab

∂gab

∂xk
Vi(xj) + Γi

klV l(xj)
)
dxk

途中で、(5)の一行目から二行目への関係

1

g

∂g

∂gij

∂gij
∂xk

=
1

g

∂g

∂xk

の左辺を変形させた

1

g

∂g

∂gij

∂gij
∂xk

= gij
∂gij
∂xk

= −gij
∂gij

∂xk
(
1

g

∂g

∂gij
= gij)

を使っています。この結果から、ベクトル密度に対する共変微分は

Vi
||a = Vi

|a + Γi
ajVj +

W

2
gjk

∂gjk

∂xa
Vi(xj) = Vi

|a +

{
i

a j

}
Vj −W

{
j

j a

}
Vi

となります。最右辺へは

{
a

a k

}
= −1

2
gab

∂gab

∂xk

を使っています。テンソルへの拡張も同じようにできます。

　というわけで、W = 1でのレヴィ・チビタテンソル密度の共変微分は

ϵabcd||j = ϵabcd|j +

{
a

j e

}
ϵebcd +

{
b

j e

}
ϵaecd +

{
c

j e

}
ϵabed +

{
d

j e

}
ϵabce −

{
e

e j

}
ϵabcd

a, b, c, d = 0, 1, 2, 3とすると
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ϵ0123||j = ϵ0123|j +

{
0

j e

}
ϵe123 +

{
1

j e

}
ϵ0e23 +

{
2

j e

}
ϵ01e3 +

{
3

j e

}
ϵ012e −

{
e

e j

}
ϵ0123

=

{
0

j 0

}
+

{
1

j 1

}
+

{
2

j 2

}
+

{
3

j 3

}
−

{
e

e j

}

= 0

ϵ0123 = 1なので微分は消え、最後の項は

{
e

e j

}
=

{
0

0 j

}
+

{
1

1 j

}
+

{
2

2 j

}
+

{
3

3 j

}

なので、打ち消しあって消えます。他の場合も同様になっているので、レヴィ・チビタテンソル密度の共変微分は

消えます。
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