
キリング方程式

空間が対称性を持つときに現れるキリング方程式を求めます。

　ある座標系における固有の対称性 (何らかの変換に対して不変であること)というのがあり、例えば球座標にお

ける球対称性です。球対称性は球座標から他の適当な座標系に移すと、対称性がはっきり分からなくなります。違

う例を挙げれば、計量が時間に依存していない座標系があったとしても、他の座標系に移すと計量は時間依存性

を持つといったことも起きます。なので、空間に対称性が存在するのかどうかを確かめる手段が欲しいです。

　計量が空間の性質を与えるので、計量が対称性を持っていると考えます。計量の座標変換は

gij(x
k) = gab(x

k)
∂xa

∂xi

∂xb

∂xj

で与えられますが、ここで計量がある座標変換に対して変わらないとして

gij(x
k) = gij(x

k) (1)

とします。この関係から、空間が持っている対称性は計量が変わらない変換に含まれていると考えます。例えば、

見た目が回転に対して不変でないように見えても実は回転に対して不変であれば、計量は回転に対して変化しな

いということです。計量を線素に言い換えたほうが分かりやすいかもしれません。

　一般的な変換を扱いたいので、形を具体的に決めずに

xi = ϕi(xl;λ)

と書けるような連続的な変換とします。ϕが何かしらの連続的な変換 (回転とか)を行う関数で、λはその変換に使

われるパラメータです。なので、ϕi(xl;λ)は座標 xl を λを使ってある変換をしたら xiになったというものです。

計量はこの変換を受けても変わらないとします。

　 (1)を ϕで書けば

gij(x
k)

∂xi

∂xa

∂xj

∂xb
= gij(ϕ

k(xl;λ))ϕi
|aϕ

j
|b = gab(x

l)

これでは、どうなっていれば計量が対称性を持っているのか分からないので、λで微分してみます。λで微分して、

λ = 0にすれば

dgij(ϕ
k(xl;λ))

dλ
ϕi
|aϕ

j
|b
∣∣
λ=0

+ gij(ϕ
k(xl;λ))

dϕi
|a

dΛ
ϕj
|b
∣∣
λ=0

+ gij(ϕ
k(xl;λ))ϕi

|a
dϕj

|b

dΛ

∣∣
λ=0

= gij|k(ϕ
s(xl;λ))

dϕk(xl;λ)

dλ
ϕi
|aϕ

j
|b
∣∣
λ=0

+ gij(ϕ
s(xl;λ))

dϕi
|a

dΛ
ϕj
|b
∣∣
λ=0

+ gij(ϕ
s(xl;λ))ϕi

|a
dϕj

|b

dΛ

∣∣
λ=0

gab(x
l)は λの微分で消えるので

gij|k(ϕ
s)
dϕk(xl;λ)

dλ
ϕi
|aϕ

j
|b
∣∣
λ=0

+ gij(ϕ
s)
dϕi

|a

dΛ
ϕj
|b
∣∣
λ=0

+ gij(ϕ
s)ϕi

|a
dϕj

|b

dΛ

∣∣
λ=0

= 0
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gij(ϕ
s(xl;λ = 0)を gij(ϕ

s)と省略して書いています。

　 λ = 0での変換はパラメータがないことに当たるので、変換は恒等変換になって

xk = ϕk(xr; 0)

これを xで微分すると

δkr = ϕk
|r

これを使って

0 = gij|k
dϕk(xl;λ)

dλ

∣∣
λ=0

δiaδ
j
b + gij

dϕi
|a

dΛ

∣∣
λ=0

δjb + gijδ
i
a

dϕj
|b

dΛ

∣∣
λ=0

= gab|k
dϕk(xl;λ)

dλ

∣∣
λ=0

+ gib
dϕi

|a

dΛ

∣∣
λ=0

+ gaj
dϕj

|b

dΛ

∣∣
λ=0

= gab|kΦ
k + gibΦ

i
|a + gajΦ

j
|b (2)

よって、これを満たすようなベクトル Φk が存在すれば、計量は何かしらの対称性を持つことになります。

　対称性を見るのに、(2)よりも便利な形にできます。ます、共変ベクトルとして

Φa = gabΦ
b

というのを用意し、これの共変微分は

Φa||i = Φa|i −

{
l

a i

}
Φl

= (gabΦ
b
|i + gab|iΦ

b)− 1

2
gjl(gaj|i + gij|a − gai|j)Φl

= (gajΦ
j
|i + gaj|iΦ

j)− 1

2
(gaj|i + gij|a − gai|j)Φ

j

= gajΦ
j
|i +

1

2
(gaj|i − gij|a + gai|j)Φ

j

これに添え字を入れ替えた Φi||a を足すと

Φa||i +Φi||a = gajΦ
j
|i +

1

2
(gaj|i − gij|a + gai|j)Φ

j + gijΦ
j
|a +

1

2
(gij|a − gaj|i + gia|j)Φ

j

= gajΦ
j
|i +

1

2
gai|jΦ

j + gijΦ
j
|a +

1

2
gia|jΦ

j

= gajΦ
j
|i + gai|jΦ

j + gijΦ
j
|a (3)
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これを (2)の式

gajΦ
j
|b + gab|kΦ

k + gibΦ
i
|a = 0

と比べると、(3)での添え字を i = bとして、(2)でのダミーインデックスの添え字を j にすれば同じになるので、

(3)は 0になり

Φa||i +Φi||a = 0

これをキリング方程式と呼び、キリング（Killing)方程式を満たすベクトルをキリングベクトルと呼びます。

　よって、計量が何かの対称性 (変換に対する不変性)を持っているなら、それに対応するキリングベクトル Φσ

が存在することになります。言い換えると、空間に対称性があるなら、それに対応するキリングベクトルが存在

する、ということです。

　 n次元空間でのキリングベクトルの最大数は n(n+1)/2個です。この個数になることをちゃんと証明するのは面

倒なので雰囲気だけ言っておきます。Φaでは n個、Φa||iではキリング方程式によって n(n− 1)/2個 (反対称な行

列と同じ)が独立になっています。ここで、キリング方程式をさらに共変微分することでΦa||iに対する微分方程式

を作ります。そうすると、このΦaとΦa||iに対する微分方程式での全体の独立な数は n+n(n−1)/2 = n(n+1)/2

個になり、これからキリング方程式の解 Φa には任意定数が n(n + 1)/2個いることになります。よって、これが

キリングベクトルの個数になります。特に n(n+ 1)/2個であるためにはリッチスカラーが定数になる場合で、そ

れ以外では n(n+ 1)/2個より少ないことが示されています。これはキリング方程式の積分可能条件から出てくる

結果です (リッチスカラーが定数なら完全積分可能)。

　計量が座標変換で不変とすることの別の視点にも触れておきます。これは、計量をある方向に動かしても値が変

わらないという状況を作り出すためです。その方向が対称性の方向だからです。例えば、z軸に対して対称である

ような空間ではその z 軸方向に移動しても計量は変わらないということです。このような言い方をすれば、リー

微分に対して計量が不変であると言ってもいいのが分かると思います。実際に、計量のリー微分は

Ltgµν = gµν||λt
λ + tµ||λg

λ
ν + tλ||νgµλ = tµ||ν + tµ||ν

このように与えられており、今の場合ベクトル ϕλが tλに対応するので、ベクトルの方向に対するリー微分が 0に

なるとすれば全く同じ式になります。

　キリングベクトルの例としてミンコフスキー計量 ηµν による空間 (ミンコフスキー空間)の対称性を見ます。ミ

ンコフスキー空間なので共変微分は偏微分に変わって、キリング方程式は

Φµ|ν +Φν|µ = 0

µ, ν = 0, 1, 2, 3なので、これは i, j = 1, 2, 3として

Φ0|0 = Φ1|1 = Φ2|2 = Φ3|3

Φ0|i +Φi|0 = 0

Φj|i +Φi|j = 0

となっています。µ = ν の式を見ると、Φ0 では x0 微分で 0、Φ1 では x1 微分で 0となっているので
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Φ0(x1, x2, x3) , Φ1(x0, x2, x3) , Φ2(x0, x1, x3) , Φ3(x0, x1, x2) (4)

という変数になっています。この構造を満たすキリングベクトル Φ(x)は

Φµ(x) = ϵµνx
ν + aµ

という形が考えられます。ϵµν は任意の反対称テンソル、aµ は任意のベクトルです (両方とも xµ 依存性のない定

数)。このようにすれば、反対称テンソルのおかげで (4)を満たせます (µ = 0のとき ν = 0で第一項は反対称のた

めに消える)。キリングベクトルを上付きにするにはミンコフスキー計量 ηµν を作用させればいいだけなので

Φµ(x) = ϵµνx
ν + aµ

キリングベクトルのこの形から、キリングベクトルの独立なパラメータは 10個であることも分かります (ϵµν は反

対称なので 6個、aµからは素直に 4個)。これに対応して、キリング方程式の解として 10個の独立なキリングベ

クトルが存在することになります。で、4次元でのキリングベクトルの最大数は 4(4 + 1)/2 = 10個なので、4次

元ミンコフスキー空間は最大の対称性を持っています。

　このキリングベクトルが何の対称性を表しているかは行列で書くと分かりやすいです。Φµ を行列で書けば (添

え字の位置が揃って見やすいので Φµ を使います)


Φ0

Φ1

Φ2

Φ3

 = ηµαϵανx
ν + aµ

=


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




0 ϵ01 ϵ02 ϵ03

ϵ10 0 ϵ12 ϵ13

ϵ20 ϵ21 0 ϵ23

ϵ30 ϵ31 ϵ32 0




x0

x1

x2

x3

+


a0

a1

a2

a3



=


0 ϵ01 ϵ02 ϵ03

−ϵ10 0 −ϵ12 −ϵ13

−ϵ20 −ϵ21 0 −ϵ23

−ϵ30 −ϵ31 −ϵ32 0




x0

x1

x2

x3

+


a0

a1

a2

a3



=


0 ϵ01 ϵ02 ϵ03

ϵ01 0 −ϵ12 ϵ31

ϵ02 ϵ12 0 −ϵ23

ϵ03 −ϵ31 ϵ23 0




x0

x1

x2

x3

+


a0

a1

a2

a3



この式の第二項から、x0, x1, x2, x3軸に沿った寄与を aµが与えているのが分かります。つまり、aµは軸に沿った

平行移動に対応するパラメータで、軸に沿った平行移動に対して対称になっていることを表しています。そして第

一項において、ϵµν の成分を ±1として、ϵ0i = 1, ϵ12 = 1, ϵ23 = 1, ϵ31 = 1と設定すると、時間成分 ((0, µ)成分と

(µ, 0)成分 )を抜いた成分は x, y, z周りの三次元回転の生成子
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Ix =

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , Iy =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , Iz =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0



の和と同じ形をしているのが分かります。つまり、三次元回転に対する対称性があることを示しています。残って

いる時間成分部分は x, y, z軸周りの (もしくは沿った)ローレンツ変換の生成子

Lx =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , Ly =


0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

 , Lz =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0


に対応しています。つまり、ϵµν の部分は三次元回転を含むローレンツ変換の対称性を表しています。実際に、

Ix, Iy, Iz からは 3次元回転、L1, L2, L3 からはローレンツ変換の式を導くことが出来ます (相対論的量子力学の

「ローレンツ変換」参照)。

　このようにキリングベクトルは、4次元ミンコフスキー空間にはローレンツ変換と軸に沿った平行移動に対する

対称性 (正確には無限小変換での)があることを示し、この対称性をポアンカレ群 (Poincaré group)と呼びます。

特殊相対論を使う理論はポアンカレ群に対して不変な理論でなくてはいけないと言うことが出来ます。
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