
• 関係式

ηµν lµlν = 0

lαlα|β = 0

vα = lµlα|µ = −Alα

vµ|ν = lα|ν lµ|α + lαlµ|α|ν = −A|ν lµ −Alµ|ν

• m3 の式

lβlληασ[βµ, σ][αν, λ] + lαlσηβλ[βµ, σ][αν, λ] = 0

第一項は

lβlληασ[βµ, σ][αν, λ] = m2lβlληασ
{
(lµlσ)|β(lν lλ)|α + (lµlσ)|β(lλlα)|ν − (lµlσ)|β(lαlν)|λ

+ (lσlβ)|µ(lν lλ)|α + (lσlβ)|µ(lλlα)|ν − (lσlβ)|µ(lαlν)|λ

− (lβlµ)|σ(lν lλ)|α − (lβlµ)|σ(lλlα)|ν + (lβlµ)|σ(lαlν)|λ
}

= m2lβlληασ
(
− (lµlσ)|β(lαlν)|λ

)
= m2lβlλ

(
− (lµl

α)|β(lαlν)|λ
)

= m2lβlλ
(
− (lµ|βl

α + lµl
α
|β)(lα|λlν + lαlν|λ)

)
= m2lµlν(−lβlα|βlα|λl

λ)

第二項は

lαlληβσ[βµ, λ][αν, σ] = m2lαlληβσ
(
(lµlλ)|β(lν lσ)|α + (lµlλ)|β(lσlα)|ν − (lµlλ)|β(lαlν)|σ

+ (lλlβ)|µ(lν lλ)|α + (lλlβ)|µ(lλlα)|ν − (lλlβ)|µ(lαlν)|σ

− (lβlµ)|λ(lν lσ)|α − (lβlµ)|λ(lσlα)|ν + (lβlµ)|λ(lαlν)|σ
)

= m2lαlληβσ
(
− (lβlµ)|λ(lν lσ)|α

)
= m2lαlληβσ

(
− (lβ|λlµ + lβlµ|λ)(lν|αlσ + lν lσ|α)

)
=m2lµlν

(
− (lβl

α)|λ(l
λlβ)|α

)
= m2lµlν

(
− (lβ|λl

α + lβl
α
|λ)(l

λ
|αl

β + lλlβ|α)
)

= −m2lµlν lβ|λl
αlλlβ|α
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第一項と第二項を合わせて、m2 を落とすと

−lµlν(v
αvα) = 0 (vα = lβlα||β = lβlα|β)

• m2 の式

2m(lαlρ[µν, ρ])|α − ηασηβλ[βµ, σ][αν, λ] = 0

第一項は

2m(lαlρ[µν, ρ])|α = 2m
(
(lαlρ)|α[µν, ρ] + lαlρ[µν, ρ]|α

)
これの右辺の第一種クリストッフェル記号は

[µν, ρ] = m
(
− (lν lρ)|µ − (lρlµ)|ν + (lµlν)|ρ

)
[µν, ρ]|α = m

(
− (lν lρ)|µ − (lρlµ)|ν + (lµlν)|ρ

)
|α

右辺の第一項は

2m(lαlρ)|α[µν, ρ] = − 2m2(lα|αl
ρ + lαlρ|α)((lν lρ)|µ + (lρlµ)|ν − (lµlν)|ρ)

= − 2m2(−lα|αl
ρ(lµlν)|ρ + lαlρ|α(lν lρ)|µ + lαlρ|α(lρlµ)|ν − lαlρ|α(lµlν)|ρ)

= − 2m2(−lα|αl
ρ(lµ|ρlν + lµlν|ρ) + vρ(lν|µlρ + lν lρ|µ)

+ vρ(lρ|ν lµ + lρlµ|ν)|ν − vρ(lµ|ρlν + lµlν|ρ))

= − 2m2(−lα|αl
ρ(lµ|ρlν + lµlν|ρ)−Alρ(lν|µlρ + lν lρ|µ)

−Alρ(lρ|ν lµ + lρlµ|ν)|ν +Alρ(lµ|ρlν + lµlν|ρ))

= − 2m2(−lα|α(vµlν + lµvν) +A(vµlν + vν lµ))

= − 2m2(−lα|α(−Alµlν −Alµlν) +A(−Alµlν −Alµlν))

= − 2m2(lα|αAlµlν + lα|αAlµlν −A2lµlν −A2lµlν)

= − 2m2lµlν(2l
α
|αA− 2A2)

第二項は
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2mlαlρ[µν, ρ]|α = − 2m2lαlρ(((lν|µlρ + lν lρ|µ) + (lρ|ν lµ + lρlµ|ν)− (lµ|ρlν + lµlν|ρ))|α)

= − 2m2lαlρ((lν|µ|αlρ + lν|µlρ|α + lν|αlρ|µ + lν lρ|µ|α)

+ (lρ|ν|αlµ + lρ|ν lµ|α + lρ|αlµ|ν + lρlµ|ν|α)− (lµ|ρ|αlν + lµ|ρlν|α + lµ|αlν|ρ + lµlν|ρ|α))

= − 2m2(lαlρlν lρ|µ|α + lαlρlµlρ|ν|α − lαlρlν lµ|ρ|α − lαlρlµ|ρlν|α − lαlρlµ|αlν|ρ − lαlρlµlν|ρ|α)

vρ の微分より

vρ|µ = lα|µlρ|α + lαlρ|α|µ = −A|µlρ −Alρ|µ

lρvρ|µ = −A|µl
ρlρ −Alρlρ|µ = 0

lρlν l
αlρ|µ|α = lρlν l

αlρ|α|µ = lρlν(vρ|µ − lα|µlρ|α)

これらを使って

2mlαlρ[µν, ρ]|α = − 2m2(lρlν(vρ|µ − lα|µlρ|α) + lρlµ(vρ|ν − lα|ν lρ|α)− lρlν(vµ|ρ − lα|ρlµ|α)

− vµvν − vµvν − lρlµ(vν|ρ − lα|ρlν|α))

= − 2m2(−lρlν(vµ|ρ − lα|ρlµ|α)− lρlµ(vν|ρ − lα|ρlν|α)− 2vµvν)

= − 2m2(−lρlν(−Alµ|ρ −A|ρlµ − lα|ρlµ|α)− lρlµ(−Alν|ρ −A|ρlν − lα|ρlν|α)− 2vµvν)

= − 2m2(Alρlν lµ|ρ +A|ρl
ρlν lµ + lρlν l

α
|ρlµ|α +Alρlµlν|ρ +A|ρl

ρlµlν + lρlµl
α
|ρlν|α − 2A2lµlν)

= − 2m2(Alν l
ρlµ|ρ +A|ρl

ρlµlν −Alν l
αlµ|α +Alµl

ρlν|ρ +A|ρl
ρlµlν −Alµl

αlν|α − 2A2lµlν)

= − 2m2(−A2lµlν +A|ρl
ρlν lµ +A2lµlν −A2lν lµ +A|ρl

ρlµlν +A2lν lµ − 2A2lµlν)

= − 2m2lµlν(2A|ρl
ρ − 2A2)

m2 の式の第二項は
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ηασηβλ[βµ, σ][αν, λ] = m2ηασηβλ[(lµlσ)|β(lν lλ)|α + (lµlσ)|β(lλlα)|ν − (lµlσ)|β(lαlν)|λ

+ (lσlβ)|µ(lν lλ)|α + (lσlβ)|µ(lλlα)|ν − (lσlβ)|µ(lαlν)|λ

− (lβlµ)|σ(lν lλ)|α − (lβlµ)|σ(lλlα)|ν + (lβlµ)|σ(lαlν)|λ]

= m2ηασηβλ((lµlσ)|β(lν lλ)|α + lµlσ|βlλlα|ν − lµlσ|βlν lα|λ

+ lσlβ|µlν lλ|α − lσ|µlβlα|λlν

− lβ|σlµlν lλ|α − lβ|σlµlλ|ν lα + (lβlµ)|σ(lαlν)|λ)

= m2ηασηβλ((lµlσ)|β(lν lλ)|α + (lβlµ)|σ(lαlν)|λ − lµlσ|βlν lα|λ − lβ|σlµlν lλ|α

+ lµlα|νv
α + lβ|µlνv

β − lα|µlνvα − lµl
β
|νvβ)

= m2ηασηβλ[(lµ|βlσlν|αlλ) + (lµ|βlσlν lλ|α) + (lµlσ|βlν|αlλ) + (lµlσ|βlν lλ|α)

+ (lβ|σlµlα|λlν) + (lβ|σlµlαlν|λ) + (lβlµ|σlα|λlν) + (lβlµ|σlαlν|λ)− lµlσ|βlν lα|λ − lβ|σlµlν lλ|α]

= m2[vνvµ + ηβλ(lµ|βlνvλ) + ηασ(lµlν|αvσ) + ηασηβλ(lµlσ|βlν lλ|α)

+ ηασηβλ(lβ|σlµlα|λlν) + ηβλ(lµlν|λvβ) + ηασ(lµ|σlνvα) + (vνvµ)− lµl
α
|βlν l

|β
α − l

|α
β lµlν l

β
|α]

= m2[2A2lµlν + (−Avµlν) + (−Avν lµ) + ηασηβλ(lµlσ|βlν lλ|α)

+ ηασηβλ(lβ|σlµlα|λlν) + (−Avν lµ) + (−Avµlν)− lµl
α
|βlν l

|β
α − l

|α
β lµlν l

β
|α]

= m2[2A2lµlν + (A2lµlν) + (A2lµlν) + ηασηβλ(lµlσ|βlν lλ|α)

+ ηασηβλ(lβ|σlµlα|λlν) + (A2lµlν) + (A2lµlν)− lµl
α
|βlν l

|β
α − l

|α
β lµlν l

β
|α]

= m2lµlν(2A
2 +A2 +A2 + ηασηβλ(lσ|βlλ|α) + ηασηβλ(lβ|σlα|λ) + 2A2 − lµl

α
|βlν l

|β
α − l

|α
β lµlν l

β
|α)

= m2lµlν(6A
2 + ηασηβλ(lσ|βlλ|α) + ηασηβλ(lβ|σlα|λ)− lα|βl

|β
α − l

|α
β lβ|α)

= m2lµlν(6A
2 + (lα|βl

β
|α) + (lλ|σl

σ
|λ)− lα|βl

|β
α − l

|α
β lβ|α)

よって、m2 の式は

−m2lµlν(4l
α
|αA− 4A2 + 2lρA|ρ + 2lρA|ρ − 4A2)−m2lµlν(6A

2 + (lα|βl
β
|α) + (lλ|σl

σ
|λ)− lα|βl

|β
α − l

|α
β lβ|α)

= −m2lµlν(4(l
αA)|α − 8A2)−m2lµlν(6A

2 + (lα|βl
β
|α) + (lλ|σl

σ
|λ)− lα|βl

|β
α − l

|α
β lβ|α)

= −m2lµlν(4(l
αA)|α − 8A2 + 6A2 + (lα|βl

β
|α) + (lλ|σl

σ
|λ)− lα|βl

|β
α − l

|α
β lβ|α)

= −m2lµlν(4(l
αA)|α − 2A2 + 2lα|βl

β
|α − 2lα|βl

|β
α )
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