
補足：ゲージパラメータを固定しない場合

ファインマンゲージで 1ループの計算をしましたが、ゲージを固定しない場合だとどうなるのか計算しておきま
す。この場合何が変わるのかというと、光子の伝播関数は

Dµν(k) = − i

k2

(
gµν + (α− 1)

kµkν

k2

)

これなので、(α− 1)kµkν/k4という項が引っ付いてきます。なので、1ループではフェルミオンの自己エネルギー
と頂点補正にはこの項による影響がでてきます。というわけで、この項を同じように次元正則化を使って計算して

いきます (面倒なので、発散項だけを取り出します)。

• 自己エネルギー
１ループでの自己エネルギーは

−iΣ(p) = (−ie)2
∫

d4k

(2π)4
γµ

i

p/− k/−m
γνDµν(k)

このような形なので、計算すべきなのは

−iΣG(p) = (−ie)2
∫

d4k

(2π)4
γµ

i

p/− k/−m
γν
−ikµkν

k4

= −e2

∫
d4k

(2π)4
γµ

1
p/− k/−m

γν
kµkν

k4

= −e2

∫
d4k

(2π)4
γµ

p/− k/ + m

(p− k)2 −m
γν

kµkν

k4

次元を d次元にして

−iΣG(p) = −e2µ4−d

∫
ddk

(2π)d
γµ

p/− k/ + m

(p− k)2 −m
γν

kµkν

k4

ここからは、ガンマ行列の計算、ファインマンパラメータによる置き換え、次元正則化を行っていきます。

分子は

γµ(p/− k/ + m)γνkµkν = k/p/k/− k/k/k/ + mk/k/

= k/pµγµγνkν − k2k/ + mk2

= k/pµ(2gµν − γνγµ)kν − k2k/ + mk2

= 2k/p · k − k2p/− k2k/ + mk2

= −k2(p/ + k/−m) + 2k/p · k

と計算されるので



−iΣG(p) = −e2µ4−d

∫
ddk

(2π)d

−k2(p/ + k/−m) + 2k/p · k
k4(p− k)2 −m

= −e2µ4−d

∫
ddk

(2π)d

[
− p/ + k/−m

k2(p− k)2 −m
+

2k/p · k
k4(p− k)2 −m

]

= I1 + I2

使うファインマンパラメータは

1
AB

=
∫ 1

0

dx
1

(xA + (1− x)B)2
,

1
AB2

=
∫ 1

0

dx
2(1− x)

(xA + (1− x)B)3

この二つです。ファインマンパラメータによる置き換えはファインマンゲージでの場合と同じなので、分母

の形は I1, I2 両方とも

k′2 −m2x + p2x(1− x) (k′ = k − px)

となります。というわけで、I1 は

I1 = −e2µ4−d

∫ 1

0

dx

∫
ddk

(2π)d

−(p/ + k/−m)
[(p− k)2 −m2]k2

= −e2µ4−d

∫ 1

0

dx

∫
ddk′

(2π)d

−(p/ + k/′+ x/p−m)
[k′2 −m2x + p2x(1− x)]2

= −e2µ4−d

∫ 1

0

dx

∫
ddk

(2π)d

−p/(1 + x) + m

[k2 −m2x + p2x(1− x)]2

I2 は

I2 = −e2µ4−d

∫
ddk

(2π)d

2k/p · k
[(p− k)2 −m2](k2)2

= −e2µ4−d

∫ 1

0

dx

∫
ddk

(2π)d

2k/p · k
[x{(p− k)2 −m2}+ (1− x)k2]3

= −2e2µ4−d

∫ 1

0

dx

∫
ddk′

(2π)d

2(1− x)(k/′+ xp/)p · (k′ + px)
[k′2 −m2x + p2x(1− x)]3

= −2e2µ4−d

∫ 1

0

dx

∫
ddk′

(2π)d

2(1− x)A
[k′2 −m2x + p2x(1− x)]3

A = (k/′ + xp/)p · (k′ + px)

= k/′(p · k′) + k/′p2x + xp/p · k′ + p/p2x2

= (k/′ + xp/)(p · k′) + p2x(k/′ + xp/)

= (k/′(p · k′) + x2p2p/ = A1 + A2

kµ だけを含む項は積分で消えるので消しています。これらから必要な k積分は



T1 =
∫

ddk

(2π)d

1
[k2 −m2x + p2x(1− x)]2

, T2 =
∫

ddk

(2π)d

1
[k2 −m2x + p2x(1− x)]3

Tµν
3 =

∫
ddk

(2π)d

kµkν

[k2 −m2x + p2x(1− x)]3

この 3つとなります (k/(p · k) = kνγνpµkµ)。これらはユークリッド化して積分を行うことで

T1 =
∫

iddkE

(2π)d

1
[k2

E + m2x− p2x(1− x)]2
=

i

(4π)d/2

( 1
m2x− p2x(1− x)

) ε
2
Γ( ε

2 )
Γ(2)

T2 = −
∫

iddkE

(2π)d

1
[k2

E + m2x− p2x(1− x)]3
=

−i

(4π)d/2

( 1
m2x− p2x(1− x)

)3− d
2
Γ(3− d

2 )
Γ(3)

=
−i

(4π)d/2

( 1
m2x− p2x(1− x)

) ε
2+1 Γ( ε

2 + 1)
Γ(3)

Tµν
3 =

gµν

d

∫
iddkE

(2π)d

k2
E

[k2
E + m2x− p2x(1− x)]3

=
igµν

(4π)d/2

1
2
( 1
m2x− p2x(1− x)

)3− d
2−1 Γ(3− d

2 − 1)
Γ(3)

=
igµν

(4π)d/2

1
2
( 1
m2x− p2x(1− x)

) ε
2
Γ( ε

2 )
Γ(3)

これらを I1, I2 に入れることで



I1 = −e2(µ2)ε/2

∫ 1

0

dx

∫
ddk

(2π)d

−p/(1 + x) + m

[k2 −m2x + p2x(1− x)]2

= −e2(µ2)ε/2

∫ 1

0

dx(−p/(1 + x) + m)T1

=
−ie2(µ2)ε/2

(4π)−ε/2(4π)2

∫ 1

0

dx(−p/(1 + x) + m)
( 1
m2x− p2x(1− x)

) ε
2
Γ( ε

2 )
Γ(2)

=
−ie2

(4π)2Γ(2)

∫ 1

0

dx(−p/(1 + x) + m)
( 4πµ2

m2x− p2x(1− x)
) ε

2 Γ(
ε

2
)

=
−ie2

(4π)2

∫ 1

0

dx(−p/(1 + x) + m)
( 4πµ2

m2x− p2x(1− x)
) ε

2 Γ(
ε

2
)

I2 = −2e2(µ2)ε/2

∫ 1

0

dx

∫
ddk′

(2π)d

2(1− x)(A1 + A2)
[k′2 −m2x + p2x(1− x)]3

= −4e2(µ2)ε/2

∫ 1

0

dx(1− x)(γνpµTµν
3 + x2p2p/T2)

=
−4ie2(µ2)ε/2

(4π)−ε/2(4π)2Γ(3)

∫ 1

0

dx(1− x)
[1
2
gµνγνpµΓ(

ε

2
)− x2p2p/

( 1
m2x− p2x(1− x)

) ε

2
Γ(

ε

2
)
]( 1

m2x− p2x(1− x)
) ε

2

=
−2ie2

(4π)2

∫ 1

0

dx(1− x)
[1
2
p/− x2p2p/

( 1
m2x− p2x(1− x)

) ε

2

]( 4πµ2

m2x− p2x(1− x)
) ε

2 Γ(
ε

2
)

ε → 0とすることで、−iΣG(p) = I1 + I2 は



−iΣG(p) =
−ie2

(4π)2
Γ(

ε

2
)
∫ 1

0

dx
( 4πµ2

m2x− p2x(1− x)
) ε

2 [(−p/(1 + x) + m)

+ 2(1− x)
(1
2
p/− ε

2
x2p2p/

1
m2x− p2x(1− x)

)
]

=
−ie2

(4π)2
(
2
ε
− γ)

∫ 1

0

dx
( 4πµ2

m2x− p2x(1− x)
) ε

2 [(−p/(1 + x) + m)

+ (1− x)
(
p/− εx2p2p/

1
m2x− p2x(1− x)

)
]

=
−ie2

(4π)2

∫ 1

0

dx
( 4πµ2

m2x− p2x(1− x)
) ε

2
[(− p/(1 + x) + m

)
(
2
ε
− γ)

+ (1− x)
(
p/(

2
ε
− γ)− (2− γε)x2p2p/

1
m2x− p2x(1− x)

)]

=
−ie2

(4π)2

∫ 1

0

dx
(
1− ε

2
log

[−p2x(1− x) + m2x

4πµ2

])[
(−p/(1 + x) + m)(

2
ε
− γ)

+ (1− x)p/
(2
ε
− γ − (2− γε)x2p2 1

m2x− p2x(1− x)
)]

=
−ie2

(4π)2

∫ 1

0

dx(1− ε

2
log[

−p2x(1− x) + m2x

4πµ2
])

× [
F

2
ε
− Fγ + p/(1− x)

(2
ε
− γ − (2− γε)x2p2 1

m2x− p2x(1− x)
)]

(F = −p/(1 + x) + m)

=
−ie2

(4π)2

∫ 1

0

dx
[2
ε
(−p/(1 + x) + m) +

2
ε
(1− x)p/

]
+ finite

=
−ie2

(4π)2
2
ε

∫ 1

0

dx[−2xp/ + m] + finite

=
−ie2

8π2ε
(−p/ + m) + finite

これが自己エネルギーの場合新しく加わる項です。

• 頂点補正
頂点補正でも同様に

−ieΓG
µ (p, q, p + q) = (−ieµ2−d/2)3

∫
ddk

(2π)d
γα

i

p/ + q/− k/−m
γµ

i

p/− k/−m
γβ
−ikαkβ

k4

= −(eµ2−d/2)3
∫

ddk

(2π)d

kαkβγα(p/′ − k/ + m)γµ(p/− k/ + m)γβ

(k2)2
(
(p′ − k)2 −m2

)(
(p− k)2 −m2

)

を計算すればいいことになります (p′ = p + q)。分子の計算で出てくるガンマ行列を計算すると



kαkβpρ′pλγαγργµγλγβ = kαkβpρ′pλ(2gαρ − γργα)γµγλγβ

= 2kαkβpρ′pλgαργµγλγβ − kαkβpρ′pλγργαγµγλγβ

= 2kρk
βpρ′pλγµγλγβ − kαkβpρ′pλγρ(2gαµ − γµγα)γλγβ

= 2kρk
βpρ′pλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + kαkβpρ′pλγργµγαγλγβ

= 2kρk
βpρ′pλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + kαkβpρ′pλγργµ(2gαλ − γλγα)γβ

= 2kρk
βpρ′pλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + 2kλkβpρ′pλγργµγβ − kαkβpρ′pλγργµγλγαγβ

= 2kρk
βpρ′pλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + 2kλkβpρ′pλγργµγβ − k2pρ′pλγργµγλ

= 2(k · p′)kβpλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + 2(k · p)kβpρ′γργµγβ − k2pρ′pλγργµγλ

4個の場合で

kαkβpργαγµγργβ = kαkβpρ(2gαµ − γµγα)γργβ

= kαkβpρ(2gαµγργβ − γµγαγργβ)

= kαkβpρ(2gαµγργβ − γµ(2gαρ − γργα)γβ)

= kαkβpρ(2gαµγργβ − 2gαργµγβ + γµγργαγβ)

= 2kµkβpργργβ − 2(k · p)kβγµγβ + k2pργµγρ

3個の場合で

kαkβγαγµγβ = kαkβ(2gαµ − γµγα)γβ = (2kµkβγβ − k2γµ)

このように計算されるので、分子は



kαkβγα(p/′ − k/ + m)γµ(p/− k/ + m)γβ

=kαkβγαp/′γµp/γβ − kαkβγαp/′γµk/γβ + kαkβγαp/′γµγβm− kαkβγαk/γµp/γβ + kαkβγαk/γµk/γβ − kαkβγαk/γµγβm

+ kαkβγαmγµp/γβ − kαkβγαmγµk/γβ + m2kαkβγαγµγβ

=kαkβγαp/′γµp/γβ − k2kαγαp/′γµ + mkαkβγαp/′γµγβ − k2kβγµp/γβ + k4γµ −mk2kβγµγβ

+ mkαkβγαγµp/γβ −mk2kαγαγµ + m2kαkβγαγµγβ

=2(k · p′)kβpλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + 2(k · p)kβpρ′γργµγβ − k2pρ′pλγργµγλ

+ m(kαkβγαp/′γµγβ + kαkβγαγµp/γβ) + m2kαkβγαγµγβ

+ k2(−kαγαp/′γµ − kβγµp/γβ + k2γµ −mkβγµγβ −mkαγαγµ)

=2(k · p′)kβpλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + 2(k · p)kβpρ′γργµγβ

+ m(kαkβγαp/′γµγβ + kαkβγαγµp/γβ) + m2kαkβγαγµγβ

+ k2(−kαγαp/′γµ − kβγµp/γβ + k2γµ −mkβγµγβ −mkαγαγµ − pρ′pλγργµγλ)

=2(k · p′)kβpλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + 2(k · p)kβpρ′γργµγβ

+ m(2kµkβpργργβ − 2(k · p)kβγµγβ + k2pργµγρ + 2(k · p′)kβγµγβ − 2kµkβp′ργργβ + k2p′ργργµ)

+ m2kαkβγαγµγβ + k2(−kαγαp/′γµ − kβγµp/γβ + k2γµ −mkβγµγβ −mkαγαγµ − pρ′pλγργµγλ)

=2(k · p′)kβpλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + 2(k · p)kβpρ′γργµγβ

+ m(2kµkβpργργβ − 2(k · p)kβγµγβ + 2(k · p′)kβγµγβ − 2kµkβp′ργργβ)

+ k2(−kαγαp/′γµ − kβγµp/γβ + k2γµ −mkβγµγβ −mkαγαγµ − pρ′pλγργµγλ + mp′ργργµ + mpργµγρ)

+ m2kαkβγαγµγβ

=2(k · p′)kβpλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + 2(k · p)kβpρ′γργµγβ

+ m(2kµkβpργργβ − 2(k · p)kβγµγβ + 2(k · p′)kβγµγβ − 2kµkβp′ργργβ)

+ k2(−kαγαp/′γµ − kβγµp/γβ + k2γµ −mkβγµγβ −mkαγαγµ − pρ′pλγργµγλ + mp′ργργµ + mpργµγρ)

+ m2(2kµkβγβ − k2γµ)

=2(k · p′)kβpλγµγλγβ − 2kµkβpρ′pλγργλγβ + 2(k · p)kβpρ′γργµγβ

+ m(2kµkβpργργβ − 2(k · p)kβγµγβ + 2(k · p′)kβγµγβ − 2kµkβp′ργργβ)

+ k2(−kαγαp/′γµ − kβγµp/γβ + k2γµ −mkβγµγβ −mkαγαγµ − pρ′pλγργµγλ + mp′ργργµ + mpργµγρ −m2γµ)

+ 2m2kµkβγβ

=B1 + k2B2

B1 に対するファインマンパラメータは



1
A2

1A2A3
=

∫ 1

0

dx2

∫ 1−x2

0

dx3
6(1− x2 − x3)

((1− x2 − x3)A1 + x2A2 + x3A3)4

B2 に対しては

1
A1A2A3

=
∫ 1

0

dx2

∫ 1−x2

0

dx3
2

((1− x2 − x3)A1 + x2A2 + x3A3)3

どちらの場合でも分母はファインマンゲージの時と同じで

k′2 + p′2x(1− x) + p2y(1− y)− 2p · p′xy −m2(x + y) (k = k′ + p′x + py)

このような格好をします。そうすると発散を起こす項というのは、次元正則化の結果である

∫
ddlE
(2π)d

l2E
(l2E + a)n

=
1

(4π)d/2

d

2
(1
a

)n− d
2−1 Γ(n− d

2 − 1)
Γ(n)

∫
ddlE
(2π)d

1
(l2E + a)n

=
1

(4π)d/2

(1
a

)n− d
2
Γ(n− d

2 )
Γ(n)

この二つから、l2Eを含んでおりn = 3のときに可能だということが分かります。今の場合分母は 3か 4乗になっ
ているので、分母が 3乗で分子に k2がいる項のみが発散します。というわけで、B2の中で k = k′+p′x+py

の置き換えをした時に、k′2 を含むものを取り出します

B2 =− kαγαp/′γµ − kβγµp/γβ

+ k2γµ −mkβγµγβ −mkαγαγµ − pρ′pλγργµγλ + mp′ργργµ + mpργµγρ −m2γµ

⇒ k′2γµ

よって、ファインマンパラメータの置き換えによって

−ieΓG
µ (p, q, p + q)

= −(eµ2−d/2)3
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫
ddk

(2π)d

2k′2γµ

(k′2 + p′2x(1− x) + p2y(1− y)− 2p · p′xy −m2(x + y))3
+ finite

これは、ファインマンゲージでの場合と同じ積分なので、同様にして



−ieΓG(pole)
µ (p, q, p + q)

= −(eµ2−d/2)3
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫
iddkE

(2π)d

2k2
Eγµ

(k′2E − p′2x(1− x)− p2y(1− y) + 2p · p′xy + m2(x + y))3

= −2i(eµ2−d/2)3γµ
d

2
Γ(2− d

2 )
(4π)d/2Γ(3)

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy(
1

−p′2x(1− x)− p2y(1− y) + 2p · p′xy + m2(x + y)
)2−

d
2

= −id(eµ2−d/2)3
γµ

(4π)2Γ(3)
Γ(

ε

2
)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy(
4πµ2

−p′2x(1− x)− p2y(1− y) + 2p · p′xy + m2(x + y)
)2−

d
2

ε → 0にして、発散項だけを取り出せば

−ieΓG(pole)
µ (p, q, p + q) = −i4(eµ2−d/2)3

γµ

(4π)22
2
ε

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

= −i4(eµ2−d/2)3
γµ

(4π)22
2
ε

1
2

よって

ΓG(pole)
µ (p, q, p + q) =

e2

8π2ε
γµ

この二つの結果に (α− 1)をかけてファインマンゲージの結果に足せばゲージパラメータを固定していないものが
求まります。

今の結果を使うことで、α = 0であるランダウゲージでの 1ループの計算結果は

−iΣ = −iΣF − (−iΣG)

=
ie2

8π2ε
(p/− 4m) +

ie2

8π2ε
(−p/ + m)

=
−3ie2

8π2ε
m

Γ(pole)
µ = ΓF (pole)

µ − ΓG(pole)
µ =

e2

8π2ε
γµ − e2

8π2ε
γµ = 0

これらより、頂点とフェルミオン場に対するくり込みを行う必要性がなくなっていることが分かります。これは

ワード高橋恒等式を

qµΓµ = S−1(p + q)− S−1(p)

⇒ qµγµ = p/ + q/−mr − p/ + mr

= q/



このように成立させていることになります。

実際に計算して分かったように、ファインマンゲージを取った時とランダウゲージを取った時で値が変わっていま

す。これは一般的に n点グリーン関数はゲージ不変な量ではないということの表れです。そのために、ゲージ不

変性はワード・高橋恒等式 (非可換ゲージでは Slavnov-Taylor恒等式)を通して要求されることになっています。


