
ローレンツ群とSL(2,C)

ローレンツ変換による群であるローレンツ群を見ていきます。

ローレンツ変換については相対論的量子力学の「ローレンツ変換」を見てください。

　ここでのローレンツ変換は properと orthochronousに分類されるものです。この場合は無限小変換で書けるの

で、相対論的量子力学の「ローレンツ変換」での結果を見ればなんとなく分かるように、ローレンツ変換はリー

群を構成し、ローレンツ群と呼ばれます。

　ローレンツ変換の生成子を求めます。ローレンツ変換は 6個のパラメータ αi (i = 1, 2, . . . 6)を持つことから、6

個の生成子 Ti を使ってローレンツ変換を

exp[

6∑
i=1

αiTi]

と書けるようにします。まず、6個のパラメータは反対称な αµν = −ανµで表すとします（反対称なので独立なの

は 6個）。生成子もMµν = −Mνµ で与えます。これらによって、ローレンツ変換を

x′α = xα + αµν(M
µν)αβx

β

µ, ν で 6個の生成子を指定し (Mµν は 6個の行列を表す)、α, β が生成子の行列成分を指定しています。ローレン

ツ変換の行列は反対称なので、α, β の入れ替えで (Mµν)αβ も反対称です。4元ベクトルのローレンツ変換は

x′α = xα + ωα
βx

β (ωαβ = −ωβα)

と書けるので

αµν(M
µν)αβ = − i

2
ωµν(M

µν)αβ

とすれば、Mµν は ωµνx
β を ωα

βx
β にするようになっていればいいので

(Mµν)αβ = i(gµαg
ν
β − gµβg

ν
α) (gαβ = δαβ ) (1)

実際に

−iωµν(M
µν)αβx

β = ωµν(g
µαgνβ − gµβg

να)xβ = ωµνg
µαgνβx

β − ωµνg
µ
βg

ναxβ

= ωα
βx

β − ω α
β xβ

= ωα
βx

β + ωα
βx

β

= 2ωα
βx

β
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となっています。また、無限小変換の繰り返しとしての有限変換の形は

U = exp[− i

2
ωµνM

µν ]

となります。

　Mµν の交換関係を求めます。(1)を見ればわかるように、行列成分も計量で上げ下げできるので

[Mµν ,Mαβ ]ρλ = (Mµν)ρσ(M
αβ)σλ − (Mαβ)ρσ(M

µν)σλ

= i(gµρgνσ − gµσg
νρ)(Mαβ)σλ − i(Mαβ)ρσ(g

µσgνλ − gµλg
νσ)

= i(gµρ(Mαβ)νλ − gνρ(Mαβ)µλ − gνλ(M
αβ)ρµ + gµλ(M

αβ)ρν)

各項は

gµρ(Mαβ)νλ = igµρ(gανgβλ − gαλg
βν) = i(gρµgβλg

αν − gρµgαλg
βν)

gνρ(Mαβ)µλ = igνρ(gαµgβλ − gαλg
βµ) = i(gνρgβλg

αµ − gνρgαλg
βµ)

gνλ(M
αβ)ρµ = igνλ(g

αρgβµ − gαµgβρ) = i(gαρgνλg
βµ − gβρgνλg

αµ)

gµλ(M
αβ)ρν = igµλ(g

αρgβν − gανgβρ) = i(gαρgµλg
βν − gβρgµλg

αν)

なので

gµρ(Mαβ)νλ − gνρ(Mαβ)µλ − gνλ(M
αβ)ρµ + gµλ(M

αβ)ρν

= i(gρµgβλg
αν − gρµgαλg

βν − gνρgβλg
αµ + gνρgαλg

βµ

− gαρgνλg
βµ + gβρgνλg

αµ + gαρgµλg
βν − gβρgµλg

αν)

= i(gρµgβλg
αν − gβρgµλg

αν + gαρgµλg
βν − gρµgαλg

βν

+ gβρgνλg
αµ − gνρgβλg

αµ + gνρgαλg
βµ − gαρgνλg

βµ)

= i((gρµgβλ − gβρgµλ)g
αν + (gαρgµλ − gρµgαλ)g

βν

+ (gβρgνλ − gνρgβλ)g
αµ + (gνρgαλ − gαρgνλ)g

βµ)

= i(gµρgβλ − gβρgµλ)g
αν + i(gαρgµλ − gµρgαλ)g

βν

+ i(gβρgνλ − gνρgβλ)g
αµ + i(gνρgαλ − gαρgνλ)g

βµ

= gαν(Mµβ)ρλ + gβν(Mαµ)ρλ + gαµ(Mβν)ρλ + gβµ(Mνα)ρλ

行列成分を省いて書けば
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[Mµν ,Mαβ ] = i(gανMµβ + gβνMαµ + gαµMβν + gβµMνα)

= i(gβνMαµ − gανMβµ − gβµMαν + gαµMβν)

最後はM の添え字の左側に α, β がくるように入れ替えてるだけです。

　Mµν がどの変換を作っているのか見ます。U の無限小変換

U = 1− i

2
ωµνM

µν (2)

に対して ω01 = −ω10 ̸= 0、他は 0として Vµ を変換すると

V ′α = Uα
βV

β = V α − i

2
ω01(M

01)αβV
β − i

2
ω10(M

10)αβV
β

= V α − iω01(M
01)αβV

β

= V α + ω01(g
0αδ1β − δ0βg

1α)V β

= V α + ω01(g
0αV 1 − g1αV 0)

成分は

V ′0 = V 0 + ω01V
1 , V ′1 = V 1 + ω01V

0 , V ′2 = V 2 , V ′3 = V 3

なので、行列で書けば

V ′ = V +


0 ω01 0 0

ω01 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

V

(M01)αβ = i(g0αg1β − g0βg
1α) =


0 i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


これは有限でのブースト


t′

x′

y′

z′

 =


cosh θ sinh θ 0 0

sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




t

x

y

z

 (3)
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での無限小変換に対応し (相対論的力学の「ローレンツ変換」での −iL1 がここでのM01)、ω02, ω03 でも同様に


0 0 ω02 0

0 0 0 0

ω02 0 0 0

0 0 0 0

 ,


0 0 0 ω03

0 0 0 0

0 0 0 0

ω03 0 0 0



となり、y, z軸でのブーストになります。このことから、ωi = ω0i, Ki =M0i (i = 1, 2, 3)とすれば、ブーストは

U = 1− i

2
ωµνM

µν = 1− iω01M
01 − iω02M

02 − iω03M
03 = i− iωiKi ⇒ U = exp[−iωiKi]

K1 =


0 i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , K2 =


0 0 i 0

0 0 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0

 , K3 =


0 0 0 i

0 0 0 0

0 0 0 0

i 0 0 0


と書けて、Ki がブーストの生成子となります。位置が揃っているローマ文字の添え字でも 1から 3で和を取り

ます。

　今度は ω12 = −ω21 ̸= 0、他は 0とした場合では

V ′α = V α − i

2
ω12(M

12)αβV
β − i

2
ω21(M

21)αβV
β

= V α +
1

2
ω12(g

1αg2β − g1βg
2α)V β − 1

2
ω12(g

2αg1β − g2βg
1α)V β

= V α +
1

2
ω12(g

1αV 2 − g2αV 1)− 1

2
ω12(g

2αV 1 − g1αV 2)

= V α + ω12(g
1αV 2 − g2αV 1)

成分は

V ′0 = V 0 , V ′1 = V 1 − ω12V
2 , V ′2 = V 2 + ω12V

1 , V ′3 = V 3

なので、行列で書くと

V ′ = V +


0 0 0 0

0 0 −ω12 0

0 ω12 0 0

0 0 0 0

V

となって、θ3 = ω12 とすれば
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V ′α = V α − i

2
θ3(M

12)αβV
β +

i

2
θ3(M

21)αβV
β = V α − i

2
θ3ϵ3ij(M

ij)αβV
β

(M12)αβ = i(g1αg2β − g1βg
2α) =


0 0 0 0

0 0 −i 0

0 i 0 0

0 0 0 0



ϵijk (ϵ123 = +1)はレヴィ・チビタ記号です。M12 は 4次元での z軸周りの回転


0 0 0 0

0 cosϕ − sinϕ 0

0 sinϕ cosϕ 0

0 0 0 1

 (4)

に対する生成子です。同様に、ω23 では x軸周り、ω13 では y軸周りになるので

Ji =
1

2
ϵijkM

jk

として、θ1 = ω23, θ2 = ω13 とすれば

U = 1− i

2
θ1ϵ1ijM

ij − i

2
θ2ϵ2ijM

ij − i

2
θ3ϵ3ijM

ij = 1− iθiJi ⇒ U = exp[−iθiJi]

(M12)αβ =


0 0 0 0

0 0 −i 0

0 i 0 0

0 0 0 0

 , (M23)αβ =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0

 , (M31)αβ =


0 0 0 0

0 0 0 i

0 0 0 0

0 −i 0 0


このように、3次元回転の生成子 Ji が出てきます。

　というわけで、合わせれば

U = exp[iθiJi + iωiKi] (Ji =
1

2
ϵijkM

jk, Ki =M0i) (5)

パラメータの符号を反転させてプラスにしています。Ji は

J1 =
1

2
ϵ1jkM

jk =
1

2
ϵ123M

23 +
1

2
ϵ132M

32 =M23

J2 =M31

J3 =M12
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となっています。ローレンツ変換は 3次元回転と 3次元のブーストを含んでいるという性質そのままに、生成子

として 3次元回転の Ji とブーストのKi が出てきました。

　ここでは先にローレンツ変換の具体的な行列を使わずに生成子を求めましたが、生成子 Gは変換行列を U、パ

ラメータを θとして

G = i
∂U

∂θ

∣∣
θ=0

として求めるのが手っ取り早いです (生成子の定義によってはマイナスがついたり、iを省く場合もある)。例えば、

(3)を使えばK1 になります。

　ブーストは空間反転で符号を変えます。空間反転Pは (+1,−1,−1,−1)の対角行列なので、例えばPJ1P
−1, PK1P

−1

と変換すると

PJ1P
−1 =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 = J1

PK1P
−1 =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




0 i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 = −K1

となって、K1は符号が反転するのが分かります。ブーストは 3次元速度方向で与えられる変換なので、その向き

を反転させれば反対向きの変換になるということです。

　 Ji,Ki の交換関係を求めます。Ji の交換関係は

[Ji, Jj ] =
1

4
ϵilmϵjknM

lmMkn − 1

4
ϵilmϵjknM

knM lm

=
1

4
ϵilmϵjkn[M

lm,Mkn]

=
i

4
ϵilmϵjkn(−gmnM lk + glnMmk + gmkM ln − glkMmn)

=
i

4
(−ϵilmϵjkngmnM lk − ϵimlϵjkng

lnMmk − ϵilmϵjnkg
mkM ln − ϵimlϵjnkg

lkMmn)

= − i

4
(ϵilmϵjkng

mnM lk + ϵilmϵjkng
mnM lk + ϵilmϵjkng

mnM lk + ϵilmϵjkng
mnM lk)

= iϵilmϵjknδ
mnM lk

= iϵilmϵjkmM
lk

= i(δijδlk − δikδlj)M
lk

= iM ij (M ij = −M ji , M ii = 0)

= iϵijkJk (6a)
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最後に

Ji =
1

2
ϵijkM

jk

ϵmniJi =
1

2
ϵmniϵijkM

jk

=
1

2
ϵimnϵijkM

jk

=
1

2
(δmjδnk − δmkδnj)M

jk

= Mmn

を使っています。Ki の交換関係は

[Ki,Kj ] = [M0i,M0j ]

= i(−gijM00 + g0jM i0 + gi0M0j − g00M ij)

= − iM ij

= − iϵijkJk (6b)

Ji,Ki の交換関係は結果だけ示せば

[Ji,Kj ] = iϵijkKk (6c)

注意として、これらの交換関係の行列は今の表記では (Mµν)αβ です。また、行列で交換関係を直接計算するなら、

例えば

[K1,K2] =


0 i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




0 0 i 0

0 0 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0

−


0 0 i 0

0 0 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0




0 i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



=


0 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

−


0 0 0 0

0 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0


= − iJ3

となります。

　 (6a)～(6c)がローレンツ変換のリー代数です。Jiはエルミート行列ですが、Kiは反エルミート行列であること

に注意してください。そして、この結果で特徴的なのは、ブーストの交換関係がKiだけで書けないという点です。
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このように、ある変換に対する生成子 (今はブースト)が他の変換 (今は回転)の生成子と交換関係において混ざっ

ていると、群を形成できません。なので、ローレンツ変換自体は群を形成し、ローレンツ群と呼ばれますが、そ

の一部であるブースト部分は群を形成できせん (ローレンツ群の部分群になっていない)。

　ローレンツ群の話は Ji,Ki より、その線形結合である (数学が気になる人は複素数の線形結合な点に注意)

Ai =
1

2
(Ji + iKi) , Bi =

1

2
(Ji − iKi)

を使うと分かりやすくなります (Bi = A∗
i )。Jiはエルミート行列、Kiは反エルミート行列なので、Ai, Biはエル

ミート行列です。このときの交換関係は

[Ax, Ay] =
1

4
[Jx + iKx, Jy + iKy]

=
1

4
[Jx, Jy + iKy] +

1

4
[iKx, Jy + iKy]

=
1

4
[Jx, Jy] +

1

4
[Jx, iKy] +

1

4
[iKx, Jy] +

1

4
[iKx, iKy]

=
i

4
Jz +

−1

4
Kz +

−1

4
Kz +

i

4
Jz

=
i

2
(Jz + iKz)

= iAz

他の場合では

[Ai, Aj ] = iϵijkAk

[Bi, Bj ] = iϵijkBk

[Ai, Bj ] = 0

Ai, Bi = 0としたとき、それぞれ

Ai =
1

2
(Ji + iKi) ⇒ Ji = −iKi (Ai = 0) (7a)

Bi =
1

2
(Ji − iKi) ⇒ Ji = iKi (Bi = 0) (7b)

となり、関係の符号が逆になります。

　Ai, Biの交換関係は角運動量演算子と同じで、群としては SU(2)を作ります (Ki, Jkのトレースは 0)。そして、

それぞれで交換関係を作り、お互いの交換関係が 0なので、Ai, Bi は無関係に SU(2)を作ります。よって、ロー

レンツ変換は 2つの SU(2)による群 SU(2)× SU(2)を構成しています。

　「SU(2)と表現」で示しているように、SU(2)の表現はカシミール演算子の固有値 j(j+1)で区別できます。こ

のことから、ローレンツ群の表現を (j, j′)で指定し、jをAi、j′をBiに対応させます。SU(2)の jで指定される表
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現は 2j+1次元ベクトル空間に作用するので、2つの SU(2)によるローレンツ群の表現 (j, j′)は (2j+1)(2j′ +1)

次元ベクトル空間に作用します。(0, 0)は 1次元ベクトル空間でのスカラー e0 = 1（生成子が 0)なので (場で言え

ばスカラー場の変換 ϕ′(x′) = ϕ(x))、(0, 0)は変換として意味がないです。

　 (1/2, 0)はBi = 0なので (7b)、(0, 1/2)はAi = 0なので (7a)で、2次元ベクトル空間です。このときの変換を

求めます。簡単に言えば、ミンコフスキー空間での 4元ベクトルに作用する 4× 4行列による変換だったのを、交

換関係を変えずに 2× 2行列による変換にするということです。

　 (1/2, 0)でのKi の交換関係は

[Ki,Kj ] = −ϵijkKk (Ji = iKi)

今は 2× 2行列なのでパウリ行列 σi を使って

(
1

2
, 0) : Ki = −iσi

2
, Ji = iKi ([σi, σj ] = 2iϵijkσk)

とすれば

[Ki,Kj ] = −1

4
[σi, σj ] = −1

2
iϵijkσk = −ϵijkKk

(0, 1/2)では、(7a)からKi の符号が反転し

(0,
1

2
) : Ki = i

σi
2
, Ji = −iKi

となります。

(1/2, 0)での変換は

exp[iθiJi + iωiKi] = exp[−θiKi + iωiKi] = exp[
i

2
θiσi +

1

2
ωiσi]

(0, 1/2)では

exp[iθiJi + iωiKi] = exp[θiKi + iωiKi] = exp[
i

2
θiσi −

1

2
ωiσi]

空間反転でKi は −Ki になるので、(1/2, 0)と (0, 1/2)は空間反転で繋がっています。

　 expのない行列の形にするなら、例えば i = 1として回転部分を展開して
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exp[i
θ1
2
σ1] = 1 + i

θ1
2
σ1 −

1

2
(
θ1
2
)2σ2

1 − i
1

3!
(
θ1
2
)3σ3

1 + · · ·

=

(
1 0

0 1

)
+ i

θ1
2

(
0 1

1 0

)
− 1

2
(
θ1
2
)2

(
1 0

0 1

)
− i

1

3!
(
θ1
2
)3

(
0 1

1 0

)
+ · · ·

=

 1− 1

2
(
θ1
2
)2 + · · · i

θ1
2

− i
1

3!
(
θ1
2
)3 + · · ·

i
θ1
2

− i
1

3!
(
θ1
2
)3 + · · · 1− 1

2
(
θ1
2
)2+



=

 cos
θ1
2

i sin
θ1
2

i sin
θ1
2

cos
θ1
2



ブースト部分は

exp[
ω1

2
σ1] = 1 +

ω1

2
σ1 +

1

2
(
ω1

2
)2σ2

1 +
1

3!
(
ω1

2
)3σ3

1 + · · ·

=

(
1 0

0 1

)
+
ω1

2

(
0 1

1 0

)
+

1

2
(
ω1

2
)2

(
1 0

0 1

)
+

1

3!
(
ω1

2
)3

(
0 1

1 0

)
+ · · ·

=

 1 +
1

2
(
ω1

2
)2 + · · · ω1

2
+

1

3!
(
ω1

2
)3 + · · ·

ω1

2
+

1

3!
(
ω1

2
)3 · · · 1 +

1

2
(
ω1

2
)2 + · · ·



=

 cosh
θ1
2

sinh
θ1
2

sinh
θ1
2

cosh
θ1
2



他の成分も同様に求められます。

　変換を見てわかるように、行列式は 1ですが (パウリ行列のトレースは 1)、ユニタリー行列ではないです。行列

式が 1の行列による群を特殊線形群 (special linear group)と言い、今は 2× 2複素行列なので SL(2, C)と書かれ

ます。2は 2× 2行列、C は複素数を表します。2× 2複素行列の自由度は 8で (2× 2 = 4に、複素数の実部と虚

部によってさらに 2倍されて 8)、行列式が 1による 2(2個の実数)を引くことで自由度は 6になり、ローレンツ変

換のパラメータの数と一致します。

　 4次元から 2次元へ変える今の操作における特徴は、ローレンツ変換から 1つの SL(2, C)にいかずに、2つ

の SL(2, C) が出てくることです (2 つの SL(2, C) が同じローレンツ変換に対応している)。より細かいことは

「SL(2, C)の左手系、右手系」で触れています。

　 (1/2, 0)と (0, 1/2)はローレンツ群の異なる表現なので、作用する対象も異なっています。SU(2)が作用するベ

クトルをスピノールと定義することとブースト部分の符号が反転していることから、(1/2, 0)では左手系 (左巻き)

のスピノール、(0, 1/2)では右手系 (右巻き)のスピノールと呼ばれます。空間反転で変わらない Ji がスピン 1/2

の変換に対応し、空間反転でブーストの符号が変わることをヘリシティと対応させているためです。簡単に言え

ば、スピン方向は同じで速度方向が反対なので、左手系と右手系として区別できるからです。左手系、右手系のス

ピノールはワイルスピノールと呼ばれます。

　空間反転との関係を簡単に出しておきます。左手系の 2成分スピノールを ξL、右手系を χR として、4成分ス

ピノールの空間反転を与えます。4成分スピノールを
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ψ =

(
ξL

χR

)

と作ると、ξL, χR の変換から

ψ′ =

(
ξ′L
χ′
R

)
=

(
DL 0

0 DR

)(
ξL

χR

)

DL は (1/2, 0)、DR は (0, 1/2)の変換行列です。空間反転させると

Pψ′ = P

(
DL 0

0 DR

)
P−1P

(
ξL

χR

)
=

(
DR 0

0 DL

)
P

(
ξL

χR

)

左手系と右手系の変換が維持されるためには、空間反転に対して

P

(
ξL

χR

)
=

(
χR

ξL

)

となればいいです。(1/2, 0)と (0, 1/2)は空間反転で繋がっているために、空間反転で不変な理論を作るには ξL, χR

を両方含むようにする必要があります。このようにしてパリティの話と SL(2, C)が絡んできます。

　また、左手系と右手系は複素共役で関係しています。DLξL の複素共役を取ると

DLξL = exp[
i

2
θiσi +

1

2
ωiσi]ξL

(DLξL)
∗ = exp[− i

2
θiσ

∗
i +

1

2
ωiσ

∗
i ]ξ

∗
L

= exp[− i

2
θiσ

∗
i +

1

2
ωiσ

∗
i ]σ2σ2ξ

∗
L (σ2

i = 1)

このとき

σ2 exp[ασi]σ2 = σ2(1 + ασi +
1

2
α2(σi)

2 +
1

3!
α3(σi)

3 + · · · )σ2

= 1 + ασ2σiσ2 +
1

2
α2σ2(σi)

2σ2 +
1

3!
α3σ2(σi)

3σ2 + · · · )

= 1 + ασ2σiσ2 +
1

2
α2(σ2σiσ2)

2 +
1

3!
α3(σ2σiσ2)

3 + · · · )

= exp[ασ2σiσ2]

なので
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σ2D
∗
Lξ

∗
L = σ2D

∗
Lσ2σ2ξ

∗
L

= σ2 exp[−
i

2
θiσ

∗
i +

1

2
ωiσ

∗
i ]σ2σ2ξ

∗
L

= exp[− i

2
θiσ2σ

∗
i σ2 +

1

2
ωiσ2σ

∗
i σ2]σ2ξ

∗
L

= exp[
i

2
θiσi −

1

2
ωiσi]σ2ξ

∗
L

= DRσ2ξ
∗
L

使っているパウリ行列の関係 σ2σ
∗
i σ2 = −σi は

σ2σ
∗
1σ2 = σ2σ1σ2 = iσ2σ3 = −σ1

σ2σ
∗
2σ2 = −σ2σ2σ2 = −σ2

σ2σ
∗
3σ2 = σ2σ3σ2 = iσ1σ2 = −σ3

となっているためです。というわけで、iσ2ξ∗L の変換は

iσ2ξ
′∗
L = iσ2(DLξL)

∗ = iσ2 exp[−
i

2
θiσ

∗
i +

1

2
ωiσ

∗
i ]σ2σ2ξ

∗
L = DRiσ2ξ

∗
L

となって、右手系の変換です。iσ2η∗R では左手系の変換になります。この意味で、DL, DR の複素共役の表現は

DR, DL です。より詳しくは「ワイルスピノールの変換と表記」を見てください。

・補足

　別の手順でMµν の交換関係を求めます。無限小ローレンツ変換を

xµ′ = Λµ
νx

ν , Λµ
ν = δµν + ωµ

ν

U(1− ω) = 1− i

2
ωµνM

µν = 1− ω

U(1 + ω) = 1 +
i

2
ωµνM

µν = 1 + ω

と表記します。U(Λ)は

U(Λ)U(Λ′) = (1− ω)(1− ω′) = 1− ω − ω′ + ωω′

U(ΛΛ′) = U((1− ω)(1− ω′)) = U(1− ω − ω′ + ωω′) = 1− ω − ω′ + ωω′

なので、U(Λ)U(Λ′) = U(ΛΛ′)です。そうすると、U の 3つ積として
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U(Λ)U(1− ω)U(Λ−1) = U(1− ΛωΛ−1)

右辺は、ローレンツ変換はパラメータを変えるので

U(1− ω′) = 1− ω′ = 1− i

2
Λα

µω
µ
ν(Λ

−1)νβM
β

α = 1− i

2
ωµ

νΛ
α
µΛ

ν
β M

β
α

両辺から ωµν の項を取り出すと

U(Λ)ωµνM
µνU(Λ−1) = ωµ

νΛ
α
µΛ

ν
β M

β
α

ωµν が 1次の項までを見ることにして、これの右辺は

Λα
µΛ

ν
β M

β
α = (δαµ + ωα

µ)(δ
ν
β + ω ν

β )M β
α

= δαµω
ν

β M
β

α + δνβω
α
µM

β
α

= ω ν
β M

β
µ + ωα

µM
ν

α

=
1

2
(ω ν

β M
β

µ + ω ν
β M

β
µ ) +

1

2
(ωα

µM
ν

α + ωα
µM

ν
α )

=
1

2
(ω ν

β M
β

µ − ων
βM

β
µ ) +

1

2
(ωα

µM
ν

α − ω α
µ M ν

α )

=
1

2
(gανωβαM

β
µ − gανωαβM

β
µ ) +

1

2
(gµβω

αβM ν
α − gµβω

βαM ν
α )

=
1

2
(gβνωαβM

α
µ − gανωαβM

β
µ ) +

1

2
(gµβω

αβM ν
α − gµαω

αβM ν
β )

=
1

2
ωαβ(g

βνM α
µ − gανM β

µ ) +
1

2
ωαβ(g

β
µ Mαν − g α

µ Mβν)

=
1

2
ωαβ(g

βνM α
µ − gανM β

µ + g β
µ Mαν − g α

µ Mβν)

左辺は

(1− ω)Mµν(1 + ω) =Mµν − ωMµν +Mµνω − ωMµνω

これの ωµν が 1次の項は

−ωMµν +Mµνω = − i

2
ωαβM

αβMµν +
i

2
ωαβM

µνMαβ = − i

2
ωαβ [M

αβ ,Mµν ]

よって、Mµν の交換関係は
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− i

2
ωαβ [M

αβ ,Mµν ] =
1

2
ωαβ(g

βνMµα − gανMµβ + gµβMαν − gµαMβν)

[Mαβ ,Mµν ] = i(gβνMµα − gανMµβ + gµβMαν − gµαMβν)

= i(−gβνMαµ + gανMβµ + gβµMαν − gαµMβν)

これは直接求めた結果と同じです。
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