
背景場の方法

生成汎関数をゲージ不変にして計算する背景場の方法を見ていきます。

　通常のゲージ場のラグランジアンはゲージ不変性を持っていません。この原因はゲージ場を量子化するために

導入されるゲージ固定項の存在によります。実際に、「ワード・高橋恒等式」で見たようにゲージ固定項がゲージ

不変にならずに余計な項を出しています。そのため、生成汎関数が不変とならず、そこから求まる有効作用もゲー

ジ不変性を明確に持っていません。摂動論の計算を行えばわかりますが、計算はゲージ依存性を持った状況で行わ

れ、最終的な物理量に対応する結果までいくことでゲージ不変な結果が求められます。分かりやすい例が S 行列

で、ファインマン図を個別に計算するとゲージ依存しますが、全部足すとゲージ不変な結果が導かれます (QED

ではカレントとくっつくためゲージに依存する部分は消えてゲージ不変になる。qµJµ = 0)。

　というわけで、計算の途中でゲージ不変性がないのは不便だということで、有効作用をゲージ不変な形に持って

いこうとします。S 行列は LSZの簡約公式によって相関関数から求められ、その相関関数は生成汎関数や有効作

用から求められます。なので、生成汎関数がゲージ不変な形を持っているなら、計算はゲージ不変性を保ったまま

行えます。そのための方法が背景場の方法 (background field method)です。

　この方法は単純にゲージ不変な形式を作るというだけでなく、有効作用の計算を簡単にしてくれるので、背景

場を使った時は有効作用を計算しようとします。

　スカラー場を使って実際に見ていきます。場 ϕによる生成汎関数は

Z[J ] =

∫
Dϕ exp

[
i

∫
d4x(L[ϕ] + Jϕ)

]
(1)

このラグランジアンでの ϕに対して背景場 (background field)Qというの加えます。それによって背景場を含めた

生成汎関数として

Z[J,Q] =

∫
Dϕ exp

[
i

∫
d4x(L[ϕ+Q] + J(x)ϕ(x))

]
(2)

このようなものを作ります。「.」は背景場を含んだものとします。ここから有効作用を作るためにW として

W [J ] = −i logZ[J ]

W [J,Q] = −i logZ[J,Q]

と定義します。有効作用には後は古典的な場 ϕc, ϕc が必要で、これは

ϕc =
δW

δJ

ϕc =
δW

δJ

として、定義されます (自己エネルギーと有効作用」参照)。これらによって有効作用は



Γ[ϕc] =W [J ]−
∫
d4xJ(x)ϕc(x) (3)

Γ[ϕc, Q] =W [J,Q]−
∫
d4xJ(x)ϕc(x) (4)

これとは別に、違う見方をして背景場があるときとないときでの関係を出します。(1)と (2)を比較してみると、

源の項を無視すれば、(2)において ϕを ϕ−Qと変数変換すれば (1)になります。なので、(2)をこのように変数

変換すれば

Z[J,Q] =

∫
Dϕ exp

[
i

∫
d4x(L[ϕ] + J(x)(ϕ(x)−Q(x)))

]

そうすると、Z を使って

Z[J,Q] = Z[J ] exp[−i
∫
d4xJ(x)Q(x)]

と書けます。これの対数をとれば

logZ[J,Q] = logZ[J ]− i

∫
d4xJ(x)Q(x)

なので、W は

W [J,Q] = −i logZ[J,Q] = − i logZ[J ]−
∫
d4xJ(x)Q(x)

= W [J ]−
∫
d4xJ(x)Q(x)

そして、背景場があるときの古典的な場 ϕc は定義によって

ϕc =
δW

δJ
=
δW

δJ
−Q = ϕc −Q (5)

これらの関係を (4)に使用すると

Γ[ϕc, Q] = W [J ]−
∫
d4xJQ−

∫
d4xJ(ϕc −Q)

= W [J ]−
∫
d4xJϕc

となり、この右辺は通常の有効作用になるので



Γ[ϕc, Q] = Γ[ϕc]

という関係を持ちます。さらに (5)より

Γ[ϕc, Q] = Γ[ϕc +Q]

として、通常の有効作用を背景場のあるときの場で書けます。これの利点は、ϕc = 0としたときに

Γ[0, Q] = Γ[Q]

と書ける点です。つまり、左辺を計算していき、Q = ϕcとすれば通常の有効作用になるという対応関係ができて

います。で、具体的には見ませんが、左辺は通常の有効作用 Γ[Q]を計算するよりも簡単な形になっているために

楽になります。大雑把に言えば、左辺の有効作用 Γ[0, Q]には外線のついていない 1PIの図 (真空泡)しか出てこな

いためです。そのために、ゲージ不変性がどうこういう以前に、有効作用を簡単に計算する方法として背景場を

導入することができます。

　ここからゲージ不変性の問題に進んでいきます。ここでは非可換ゲージ場を使って話を進めていきます。記号は

「ヤン・ミルズ理論」や「BRS変換」と同じにし、その随伴表現は

(tb)ac = ifabc

∂µϕ
a − igAb

µ(t
b)acϕc = ∂µϕ

a + gfabcAb
µϕ

c

と与えます。ta は生成子、fabc は構造定数、Aa
µ はゲージ場です。

　非可換ゲージでの生成汎関数はゴーストを出す前段階では

Z[J ] =

∫
DAµ det

∣∣δGa

δΛb

∣∣Dη exp [i ∫ d4x(L[A]− 1

2α
(Ga)2 + Ja ·Aa)

]
L = −1

4
(F a

µν)
2 , F a

µν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAb

µA
c
ν

Ga はゲージ条件の関数です。「·」はミンコフスキー空間での内積 JµA
µ を表わし、ローマ文字の添え字はは内部

自由度で、同じローマ文字では和を取ります。非可換ゲージ場 Aa
µ に対するゲージ変換は (Λa は xに依存)

Aa′
µ = Aa

µ + ∂µΛ
a + gfabcAb

µΛ
c = Aa

µ + ∂µΛ
a − gfabcΛbAc

µ = Aa
µ + δAa

µ

ΛbAc
µとしているのは Aµが後にあった方が見やすいからというだけです。この変換に対してラグランジアンは不

変になっていません。

　次に背景場を加えます。背景場 Qa
µ をゲージ場 Aa

µ に加えることで、生成汎関数は



Z[J,Q] =

∫
DAµ det |

δG
a

δΛb
| exp

[
i

∫
d4x(L[A+Q]− 1

2α
(G

a
)2 + Ja ·Aa)

]
(6)

Ga の中には Aµ がいるので、背景場がある形 G
a
(A,Q)に書きます。ゲージ条件の微分 δG/δΛb の計算において

は条件をゲージ変換したものが必要になりますが、このように背景場が入ってきたことによって Gはゲージ変換

として、Aµ に対して

δAa
µ = ∂µΛ

a − gfabcΛb(Ac
µ +Qc

µ) (7)

行列式 |δGa
/δΛb|はAµのゲージ自由度を失くすために入ってきているものなので、このようにAµの変換を受け

ます (exp内の G
a
は別の変換を行う)。

　まず分かるのは、最初にみた性質がそのまま使えるということで、有効作用はスカラー場のときと同じように

して

Γ[A,Q] = Γ[A+Q;Q]

Aa
µ =

δW [J,Q]

δJa
µ

=
δW [J ]

δJa
µ

−Qa
µ = Ãa

µ −Qa
µ

と書けます。Ãa
µ は背景場がないときの Aa

µ の真空期待値です。また、区別していませんが、有効作用に現われて

いるのはW の汎関数微分から求められる真空期待値です。スカラー場と違うのはゲージ固定項の存在によって、

生成汎関数の関係が

Z[J,Q] = Z[J ;Q] exp
[
− i

∫
d4xJ(x)Q(x)

]

と書けることです。これは Aµ ⇒ Aµ −Qµ と変数変換したときに G
a
が背景場 Qµ を含むからです。これによっ

て有効作用も Γ[A+Q;Q]と書いています。

　ここから変換を行っていきますが、Λの 1次まで取ることにします。背景場を使ったときの特徴はゲージ条件を

G
a
= ∂µAa

µ + gfabcQb
µA

cµ

このように背景場がまぎれ込んだ形で設定する点です。この条件によってゲージ不変な形式での計算を行えるよ

うになります。また、Z[J ;Q]に含まれる形としては

G̃a = ∂µAa
µ − ∂µQa

µ + gfabcQb
µA

cµ

第 3項が変更されないのは fabcQb ·Qc は 0だからです。

　次に、通常のゲージ場でなく背景場 Qa
µ が



δQa
µ = ∂µΛ

a − gfabcΛbQc
µ = ∂µΛ

a + gfabcQb
µΛ

c (8)

このように通常のゲージ変換されるとします。これから、背景場での共変微分として

D(Q) = ∂µ + gfabcQb
µ

というのが作れます。背景場があるときのラグランジアン部分は

L[A+Q] = −1

4

(
∂µ(A

a
ν +Qa

ν)− ∂ν(A
a
µ +Qa

µ) + gfabc(Ab
µ +Qb

µ)(A
c
ν +Qc

ν)
)2

(9)

この形を見ると、Aa
ν +Qa

ν が通常のゲージ変換の形になっていれば、ラグランジアンは不変になるのが分かりま

す ((F a
µν)

2 はゲージ不変)。つまり

δ(Aa
ν +Qa

ν) = ∂µΛ
a − gfabcΛb(Ac

µ +Qc
µ)

であればいいです。これと δQa
µ を見比べると Aa

µ は

δAa
µ = −gfabcΛbAc

µ (10)

となり、(9)を不変にするためのゲージ場 Aa
µ の変換がこれになります。

　問題のゲージ固定項は

G
a
= ∂µAa

µ + gfabcQb
µA

cµ = (Dµ(Q)Aµ)a

として、背景場を使った共変微分の形になっています。今の変換規則を見ると、背景場がゲージ場のように変換

し、ゲージ場が物質場 (フェルミオン場のような)として変換されています。そして、共変微分もその対応で作ら

れています。なので、共変微分の定義から見ればG
a ·Ga

の項はこの変換に対して不変な量になっているはずです

(共変微分は運動項を不変にする)。実際に、G
a
を変換すると (Λの 1次まで)



G
a
= ∂µAa

µ + gfabcQb
µA

cµ = (∂µδac + gfabcQb
µ)A

cµ

⇒ (∂µδac + gfabc(Qb
µ + ∂µΛ

b − gf bmnΛmQn
µ))(A

cµ − gf cijΛiAjµ)

= (∂µδac + gfabc(Qb
µ + ∂µΛ

b − gf bmnΛmQn
µ))(δ

cj − gf cijΛi)Ajµ

= (∂µδac + gfabcQb
µ + gfabc(∂µΛ

b)− g2fabcf bmnΛmQn
µ)(δ

cj − gf cijΛi)Ajµ

= δcj
(
∂µδac + gfabcQb

µ + gfabc(∂µΛ
b)− g2fabcf bmnΛmQn

µ

)
+
(
− gδacf cij∂µΛi − g2fabcQb

µf
cijΛi − g2fabc(∂µΛ

b)f cijΛi + g3fabcf bmnΛmQn
µf

cijΛi
)
Ajµ

= δcj
(
∂µδac + gfabcQb

µ + gfabc(∂µΛ
b)− g2fabcf bmnΛmQn

µ

)
Ajµ

+
(
− gδacf cij∂µΛi − g2fabcQb

µf
cijΛi − g2fabc(∂µΛ

b)f cijΛi
)
Ajµ

= δcj(∂µδac + gfabcQb
µ − g2fabcf bmnΛmQn

µ)A
jµ + (−gδacf cijΛi∂µ − g2fabcf cijQb

µΛ
i)Ajµ

= (∂µδaj + gfabjQb
µA

jµ − gfaijΛi∂µAjµ + g2faicf cjbQb
µΛ

iAjµ

= (∂µδaj + gfabjQb
µ − gfaijΛi∂µ)Ajµ + g2faicf cjbQb

µΛ
iAjµ

= δaj∂µAjµ + gfabjQb
µA

jµ − gfaijΛi∂µAjµ + g2faicf cjbQb
µΛ

iAjµ

= ∂µAaµ + gfabjQb
µA

jµ − gfaijΛi∂µAjµ − g2faicf cbjQb
µΛ

iAjµ

= (δac − gfaicΛi)(δjc∂µ + gf cbjQb
µ)A

jµ

= (δac − gfaicΛi)(δjc∂µ + gf cbjQb
µ)A

jµ

= (δac − gfaicΛi)(D ·A)c

= (δac − gfaicΛi)G
c

途中の g2 の項をまとめるときに

fabcf cmn = −famcf cnb − fancf cbm

を使って



−δcjfabcf bmnΛmQn
µA

jµ − fabcf cijQb
µΛ

iAjµ

= −fabjf bmnQn
µΛ

mAjµ − fabcf cijQb
µΛ

iAjµ

= (−fabjf bmnQn
µΛ

m − fabcf cijQb
µΛ

i)Ajµ

= (−fabjf bmnQn
µΛ

m − (−faicf cjb − fajcf cbi)Qb
µΛ

i)Ajµ

= (−fabjf bmnQn
µΛ

m + (faicf cjb + fajcf cbi)Qb
µΛ

i)Ajµ

= (−fabjf bmnQn
µΛ

m + fajcf cbiQb
µΛ

i + faicf cjbQb
µΛ

i)Ajµ

= (−fabjf bmnQn
µΛ

m + facjf cibQb
µΛ

i + faicf cjbQb
µΛ

i)Ajµ

= faicf cjbQb
µΛ

iAjµ

となるのを使っています。というわけで、G
a
の変換は

δG
a
= −gfaicΛiG

c

そして、faic の入れ替えによって

δ(G
a ·Ga

) = −2gfaicΛiG
c ·Ga

= 0

となるので、ゲージ固定項が (8)(10)の変換において実際に不変になっています。

　残っている項はゲージ条件の行列式です。(7)から

G
a
= ∂µAa

µ + gfabcQb
µA

cµ

⇒ ∂µ(Aa
µ + ∂µΛ

a − gfabcΛb(Ac
µ +Qc

µ)) + gfabcQb
µ(A

a
µ + ∂µΛ

a − gfabcΛb(Ac
µ +Qc

µ))

なので

δG
a

δΛi
= ∂µ(∂µδ

ai − gfabcδbi(Ac
µ +Qc

µ)) + gfabcQb
µ(∂µδ

ci − gf cmnδmi(An
µ +Qn

µ))

= ∂µ(∂µδ
ai − gfaic(Ac

µ +Qc
µ)) + gfabcQb

µ(∂µδ
ci − gf cin(An

µ +Qn
µ))

= ∂µ(∂µδ
ai + gfaci(Ac

µ +Qc
µ)) + gfabcQb

µ(∂µδ
ci + gf cni(An

µ +Qn
µ))

fabc を (tb)ac = ifabc に変えたほうが見やすいので、変更して



δG
a

δΛi
= ∂µ(∂µδ

ai − ig(tc)ai(Ac
µ +Qc

µ)) + gfabcQb
µ(∂µδ

ci − ig(tn)ci(An
µ +Qn

µ))

= ∂µD
ai

µ (A+Q) + gfabcQbµD
ci

µ (A+Q)

= δac∂ ·Dci
(A+Q)− ig(tb)acQb ·Dci

(A+Q)

= D
ac
(Q) ·Dci

(A+Q)

背景場の共変微分は

D
ab

µ (Q) = ∂µδ
ab − ig(tc)abQc

µ

D
ab

µ (A+Q) = ∂µδ
ab − ig(tc)ab(Ac

µ +Qc
µ)

としています。これを exp内に入れればゴースト項として

C∗aD
ac
(Q) ·Dcb

(A+Q)Cb

というのが現われます。C,C∗ はゴースト場、反ゴースト場で、「.」で区別すると紛らわしいので「∗」にしてい
ます。表面積分と文字の入れかえによって

C∗a(∂δac − ig(tb)acQb) ·Dcb
(A+Q)Cb = (−∂C∗aδac − ig(tb)acQbC∗a) ·Dcb

(A+Q)Cb

= (−∂C∗aδac + ig(tb)caQbC∗a) ·Dcb
(A+Q)Cb

= − (∂C∗aδac − ig(tb)caQbC∗a) ·Dcb
(A+Q)Cb

= − (D
ca
(Q)C∗a) · (Dcb

(A+Q)Cb)

= − (D(Q)C∗)c · (D(A+Q)C)c

分解して書けば

−(D(Q)C∗)c · (D(A+Q)C)c = − (D(Q)C∗)c · (∂µδcb − ig(ta)cb(Aa
µ +Qa

µ))C
b

= − (D(Q)C∗)c · (Dcb
(Q)Cb − ig(ta)cbAa

µC
b)

= − (D(Q)C∗)c · (Dcb
(Q)Cb + gf cabAaCb)

この状況で、ゴースト場の変換を

δC = −fabcΛbCc , δC∗ = −fabcΛbC∗c



と設定すれば、Gと同じように考えられるので、(8),(10)の変換に対して不変にできます。

　というわけで、ここで作った変換に対して、ゲージ固定項とゴースト項を含めた全ラグランジアンが不変にな

りました。ここでの重要な点はゲージ条件を

G
a
= ∂µAa

µ + gfabcQb ·Ac

と設定することと、背景場に対してゲージ変換を行っていることです。ちなみに、この条件によるゲージ場の量子

化を背景場ゲージと呼んだりもしています。

　また、生成汎関数自体は変換に対して不変になっていないので、源も変換します。源 J の項は今の変換に対して

Ja ·Aa ⇒ Ja ·Aa + Ja · δAa

となっているので、Ja
µ も

δJa
µ = −fabcΛbJc

µ

このように変換させます。そうすると

Ja · δAa + δJa ·Aa = − fabcΛbJaAc
µ − fabcΛbJc

µA
a

= − fabcΛbJaAc
µ − f cbaΛbJa

µA
c

= − fabcΛbJaAc
µ + fabcΛbJa

µA
c

= 0

となって不変になります。

　まとめると、背景場のゲージ変換 (無限小)として

ゲージ条件：G
a
= ∂µAa

µ + gfabcQb ·Ac

背景場：δQa
µ = ∂µΛ

a + gfabcQb
µΛ

c

ゲージ場：δAa
µ = −gfabcΛbAc

µ

ゴースト場：δC = −gfabcΛbCc , δC∗ = −gfabcΛbC∗c

これによって非可換ゲージ場のラグランジアンは不変になります。

　そして、源に対しては

δJa
µ = −gfabcΛbJc

µ



とすれば、生成汎関数は不変になります。ちなみに、フェルミオン場の変換は通常通りです。

　この結果を見ると、背景場をゲージ変換しているので本当の意味でのゲージ変換ではないように見えます。し

かし、これを有効作用まで持っていくことで利点が見えてきます。

　生成汎関数は今の変換で不変になっているので、有効作用 Γ[A,Q]も不変です (区別しませんが、有効作用で出

てくる A,Qは背景場での源ありの真空期待値)。そして、上で見たように Γ[0, Q]が重要になっています。この場

合、Aが 0になっているので、Aの変換

δAa
µ = −gfabcΛbAc

µ

が効いてこなくなります。しかも、この変換は Aa
µのただの回転変換なので Aa

µ = 0になったところで害を与えま

せん。なので、Γ[0, Q]はQの変換に対して不変です。この点が重要で、Qの変換はゲージ変換そのものであるた

めに、Γ[0, Q]はゲージ不変性を持ちます。これによって、Qに関して相関関数を求めれば、それは通常のゲージ

場を用いた計算と対応させられるために、ワード・高橋恒等式や Slavnov-Taylor恒等式を満たすようになります。

これが背景場を使った時の特徴であり利点で、実際にゲージ不変な状況で計算を行っていけます。

　背景場ありでのワード・高橋恒等式は、有効作用が背景場の変換に対して不変ということから求められます。す

でに有効作用 Γ[A,Q]は無限小変換に対して不変となっているので、Γ[A+ δA,Q+ δQ]を展開したときに 1次の

部分が消えればいいことから

∫
d4x(

δΓ

δQa
µ

δQa
µ +

δΓ

δAa
µ

δAa
µ) = 0

となり、δQa
µ と δAa

µ を入れることで

−(D
ac
(Q)

δ

δQa
µ

− gfabcAb
µ

δ

δAa
µ

)Γ[A,Q] = 0

となります。共変微分を前に出しています。フェルミオン場の部分は何も変更されていないので、これに通常の

ワード・高橋恒等式のフェルミオン部分を足せば、今の場合でのワード・高橋恒等式になります。

　ここでは背景場を Aa
µ +Qa

µと加えましたが、別の見方でも同じことができます。背景場を加える前のもとのラ

グランジアンにいるゲージ場 Aa
µ がすでに背景場を含んでいると見て、

Aa
µ = V a

µ +Qa
µ

と量子論的な V a
µ と古典的なQa

µに分離させる見方です。そうすると、ゲージ場と背景場の差として V a
µ が入って

きます。この状態で始めると、Aa
µ は通常の変換を受けることになります。つまり、ゲージ場に対する変換

Aa
µ ⇒ Aa

µ + δAa
µ = Aa

µ + (DµΛ)
a

が作られます。これに対応して、背景場は

Qq
µ ⇒ Qq

µ + δQa
µ = Qq

µ + ∂µΛ
a + gfabcQb

µΛ
c



と変換されます。これによって、差 V a
µ が

Aa
µ −Qq

µ = V a
µ ⇒ V a

µ + δV a
µ = V a

µ − gfabcV b
µΛ

c

このように物質場としての変換を受けます。この対応関係から分かるように、今まで使ってきた Aa
µ がここでの

V a
µ に対応することになります。なので、ゲージ条件も変更されて

G
a
= (D

µ
(Q)(A−Q)µ)

a = ∂µ(Aa
µ −Qa

µ) + gfabcQb · (Aa −Qa)

また、有効作用の関係は V a
µ = 0に対応する Aa

µ = Qa
µ として成立します。

　最後に電磁場での場合を示しておきます。電磁場への変更は簡単で非可換ゲージ場で表れる fabc をなくせばい

いです。なので、電磁場での背景場のゲージ変換は

ゲージ条件：G = ∂µAµ

背景場：δQµ = ∂µΛ

ゲージ場：δAµ = 0

電磁場ではゴーストは関係ないので無視しています。これらによって、ゲージ固定項も含めた電磁場のラグランジ

アンが不変になっていることはすぐに分かると思います。電磁場のラグランジアンは

Lem = −1

4
FµνF

µν

これに背景場を加えると

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ∂µQν − ∂νQµ

これを変換すれば、Aµ の項は変化せずに Qµ の方が動きますが、全体として見れば δAµ + δQµ = ∂µΛなので、

ただのゲージ変換です。よって、FµνF
µν はこの変換に対して不変です。ゲージ固定項

LG = − 1

2α
G ·G = − 1

2α
(∂µAµ)(∂

νAν)

に対しては明らかに不変です。共変微分を含むフェルミオンの項は

Lf = ψ(i∂µγ
µ − gγµ(Aµ +Qµ)−m)ψ



ψは ψ†γ0です。この場合でも結局、Aµ +Qµの部分が通常のゲージ変換を受けるので、通常のフェルミオンの変

換を行うことで不変になります。

　ゲージ条件の行列式 |δG/δΛ|は、ローレンツゲージのときと同じ格好なのでダランベール演算子 □がでてきま
す。これはどう見ても変換とは無関係なので、行列式は不変です。というわけで、生成汎関数を不変にすることが

できます。

　ワード・高橋恒等式も簡単に求まって、Qµ の部分は

−∂µ
δΓ

δQµ
= 0

となるので、全体として

−∂µ
δΓ

δQµ(x)
+ ie

(
ψ(x)

δΓ

δψ(x)
− ψ(x)

δΓ

δψ(x)

)
= 0

となります。


