
カイラルアノマリー

アノマリーの代表的なものであるカイラルアノマリーについて説明します。ここではカレントの保存から導く方

法 (演算子的な方法)と経路積分による方法の両方で行います。
アノマリーは簡単に言ってしまえば、古典的に成立していた保存則 (対称性)が量子効果によって保存しなくなる
という話です。その保存則を壊す量子効果の項をアノマリーと呼んでいます。日本語だと量子異常項とも呼ばれま

すが、ここではアノマリーと呼ぶことにします。アノマリーで項そのものを指すんですが、分かりやすくするた

めにアノマリー項と書いたりもします。

ここではアノマリーの導出をするだけで物理的な影響 (ワインバーグ・サラムモデルとのからみとか)については
触れていません。

U(1)の可換ゲージ場 (電磁場)を使っていきますが、非可換でも同様に見ていくことが出来ます。
トライアングル図の計算は別のところでするので、ここでは飛ばします。

　最初にカレントの保存を見ておきます。普通のベクトルカレント (見て分かるようにベクトルになっているから
ベクトルカレント)

Jµ = ψγµψ

を使います。これはディラック方程式 (ψの方は左から微分がかかるように書いています)

iγµ∂
µψ = mψ

ψiγµ∂
µ = −ψm

を使うことで

∂µJµ = (∂µψ)γµψ + ψγµ∂
µψ = imψψ − imψψ = 0

となって、カレントが保存していることが分かります。このとき、ディラック方程式としてゲージ場を含んだ

iγµ∂
µψ = mψ − eAµγµψ

ψiγµ∂
µ = −ψm+ eψAµγ

µ

でも同じ結果になります。

　今度はベクトル型のカレントでなく軸性ベクトルでのカレントを考えてみます。軸性とついていることから分

かるようにカレントは

JAµ = ψγµγ5ψ



となります。γµγ5は軸性ベクトルです (相対論的量子力学の「γ行列～双線形～」参照)。これに合わせて、JAµ は
軸性カレント (axial current)と呼ばれます (あまり軸性ベクトルカレントとは呼ばれません)。これに対してもディ
ラック方程式を使うことで

∂µJAµ = ∂µ(ψγµγ5ψ)

= imψγ5ψ + imψγ5ψ

= 2imψγ5ψ

= 2imJP (1)

途中でガンマ行列の関係 γµγ5 + γ5γµ = 0を使っています。これを見て分かるように、m = 0でなければ軸性カ
レントは保存されないです。

　一応簡単に気が付く記号上の注意をしておきます。ここでは軸性カレントを γµγ5 の並びで定義していますが、

γ5γµ で定義している場合があります。そのため軸性カレントに関する式の符号が逆になったりしています。

　ここまでは古典的なカレントの保存に関する話です。次に量子論的なカレントの保存について見ていきます。量

子論的なカレントの保存は n点相関関数を通して表現されます。なので、3点相関関数として

Gµ(x, y, z) =〈0|T (Jµ(x)ψ(y)ψ(z))|0〉

=θ(x0 − y0)θ(y0 − z0)〈0|Jµ(x)ψ(y)ψ(z)|0〉
− θ(x0 − z0)θ(z0 − y0)〈0|Jµ(x)ψ(z)ψ(y)|0〉
+ θ(y0 − x0)θ(x0 − z0)〈0|ψ(y)Jµ(x)ψ(z)|0〉
+ θ(y0 − z0)θ(z0 − x0)〈0|ψ(y)ψ(z)Jµ(x)|0〉
− θ(z0 − y0)θ(y0 − x0)〈0|ψ(z)ψ(y)Jµ(x)|0〉
− θ(z0 − x0)θ(x0 − y0)〈0|ψ(z)Jµ(x)ψ(y)|0〉

このようなカレントと場の演算子 (ハイゼンベルグ表示)による真空期待値を作ります (T は時間順序積)。これの
微分を取ります (xに対する微分 )。このとき、階段関数でなく、Jµ(x)に直接かかる項は明らかに時間順序積に
よって表現できて

〈0|T (∂µJµ(x)ψ(y)ψ(z))|0〉

となります。というわけで階段関数の微分がデルタ関数になることを使って



∂µGµ(x, y1, y2) = ∂µθ(x0 − y0)θ(y0 − z0)〈0|Jµ(x)ψ(y)ψ(z)|0〉
− ∂µθ(x0 − z0)θ(z0 − y0)〈0|Jµ(x)ψ(z)ψ(y)|0〉
+ ∂µθ(y0 − x0)θ(x0 − z0)〈0|ψ(y)Jµ(x)ψ(z)|0〉
+ θ(y0 − x0)∂µθ(x0 − z0)〈0|ψ(y)Jµ(x)ψ(z)|0〉
+ θ(y0 − z0)∂µθ(z0 − x0)〈0|ψ(y)ψ(z)Jµ(x)|0〉
− θ(z0 − y0)∂µθ(y0 − x0)〈0|ψ(z)ψ(y)Jµ(x)|0〉
− ∂µθ(z0 − x0)θ(x0 − y0)〈0|ψ(z)Jµ(x)ψ(y)|0〉
− θ(z0 − x0)∂µθ(x0 − y0)〈0|ψ(z)Jµ(x)ψ(y)|0〉
+ 〈0|T (∂µJµ(x)ψ(y)ψ(z))|0〉

= δ(x0 − y0)θ(y0 − z0)〈0|J0(x)ψ(y)ψ(z)|0〉
− δ(x0 − y0)θ(x0 − z0)〈0|ψ(y)J0(x)ψ(z)|0〉
+ δ(x0 − y0)θ(z0 − y0)〈0|ψ(z)ψ(y)J0(x)|0〉
− δ(x0 − y0)θ(z0 − x0)〈0|ψ(z)J0(x)ψ(y)|0〉
− δ(x0 − z0)θ(z0 − y0)〈0|J0(x)ψ(z)ψ(y)|0〉
+ δ(x0 − z0)θ(x0 − y0)〈0|ψ(z)J0(x)ψ(y)|0〉
+ δ(x0 − z0)θ(y0 − x0)〈0|ψ(y)J0(x)ψ(z)|0〉
− δ(x0 − z0)θ(y0 − z0)〈0|ψ(y)ψ(z)J0(x)|0〉
+ 〈0|T (∂µJµ(x)ψ(y)ψ(z))|0〉

= δ(x0 − y0)θ(y0 − z0)〈0|[J0(x), ψ(y)]ψ(z)|0〉
− δ(x0 − y0)θ(z0 − y0)〈0|ψ(z)[J0(x), ψ(y)]|0〉
− δ(x0 − z0)θ(x0 − y0)〈0|[J0(x), ψ(z)]ψ(y)|0〉
+ δ(x0 − z0)θ(y0 − x0)〈0|ψ(y)[J0(x), ψ(z)]|0〉
+ 〈0|T (∂µJµ(x)ψ(y)ψ(z))|0〉

= δ(x0 − y0)〈0|T ([J0(x), ψ(y)]ψ(z))|0〉
+ δ(x0 − z0)〈0|T (ψ(y)[J0(x), ψ(z)])|0〉
+ 〈0|T (∂µJµ(x)ψ(y)ψ(z))|0〉

[ , ]は交換関係の記号です。この同時刻交換関係は

δ(x0 − y0)[J0(x), ψ(y)] = δ(x0 − y0)[ψ†(x)ψ(x), ψ(y)]

= δ(x0 − y0)(ψ†(x){ψ(x), ψ(y)} − {ψ†(x), ψ(y)}ψ(x)]

= − δ(x0 − y0){ψ†(x), ψ(y)}ψ(x)

= − δ(x0 − y0)δ3(x− y)ψ(x)

= − ψ(x)δ4(x− y)

途中で、交換関係と反交換関係の関係



[AB,C] = A{B,C} − {A,C}B

とフェルミオン場の同時刻反交換関係

{ψ(t,x), ψ†(t,y)} = δ3(x− y) , {ψ(t,x), ψ(t,y)} = 0

を使っています。同様にすることで

δ(x0 − y0)[J0(x), ψ(y)] = ψ(x)δ4(x− y)

この結果を入れることで

∂µGµ(x, y, z) = − δ4(x− y)〈0|T (ψ(x)ψ(z))|0〉+ δ4(x− z)〈0|T (ψ(y)ψ(x))|0〉

+ 〈0|T (∂µJµ(x)ψ(y)ψ(z))|0〉

そして、カレントの保存 ∂µJµ(x) = 0を課すことで

∂µGµ(x, y, z) = − δ4(x− y)〈0|T (ψ(x)ψ(z))|0〉+ δ4(x− z)〈0|T (ψ(y)ψ(x))|0〉

= − δ4(x− y)S(x− z) + δ4(x− z)S(y, x)

このようにワード・高橋恒等式の位置表示が出てきます (S はフェルミオンの伝播関数 )。フーリエ変換すれば

qµGµ(p, p′) = −S(p′) + S(p) (qµ = pµ − p′µ)

となります。

　正確には、Gµ(x, y, z)が 1PIな 3点関数 (頂点関数)になっていないので、完全に一般的に言われるワード・高
橋恒等式に一致していませんが同じ意味です。対応させるには、簡単に言うと、Gµ(x, y, z)にはフェルミオンの外
線がいるので、それをなくせばよくて

Γµ(p, p′; q) = −Gµ(p, p′; q)
S(p)S(p′)

みたいにすればいいです (1PIな 3点の頂点関数と connectedな 3点相関関数の関係からなんとなく分かると思い
ます)。そうすれば

qµΓµ(p, p′) = −S−1(p′) + S−1(p)

となって完全に一致します。



　ここまではベクトルカレントを含んでいる 3点関数を計算して、古典的なベクトルカレントの保存則を使った
らワード・高橋恒等式が出てきたというものです。これで、古典的なカレントの保存則から量子論的なカレントの

保存則へと繋がりました。

　ここからが本題になります。今度は

Lµνρ(x, y, z) = 〈0|T (Jµ(x)Jν(y)JAρ (z))|0〉

このようにベクトルカレント 2つと軸性カレント 1つによる 3点関数を考えます。これを同じように z で微分し

ます。

∂ρLµνρ(x, y, z) = ∂ρ〈0|T (Jµ(x)Jν(y)JAρ (z))|0〉

Lµνρ(x, y, z)のフーリエ変換を

Lµνρ(p1, p2, q) =
∫
d4xd4yd4zeip1xeip2ye−iqz〈0|T (Jµ(x)Jν(y)JAρ (z))|0〉

とすれば

∫
d4xd4yd4zeip1xeip2ye−iqz∂ρLµνρ(x, y, z)

= −
∫
d4xd4yd4zeip1xeip2y(∂ρe−iqz)Lµνρ(x, y, z)

= iqρLµνρ(p1, p2, q)

部分積分によって表面項を落としています。これによって

iqρLµνρ(p1, p2, q) =
∫
d4xd4yd4zeip1xeip2ye−iqz∂ρ〈0|T (Jµ(x)Jν(y)JAρ (z))|0〉

時間順序部分の微分を実行します。基本的な構造は同じなので計算を省略していきます。階段関数を微分したとき

に出てくる項は

− δ(z0 − y0)θ(x0 − y0)〈0|Jµ(x)Jν(y)JA0 (z)|0〉+ δ(z0 − y0)θ(x0 − z0)〈0|Jµ(x)JA0 (z)Jν(y)|0〉

+ δ(z0 − y0)θ(y0 − x0)〈0|JA0 (z)Jν(y)Jµ(x)|0〉 − δ(z0 − y0)θ(z0 − x0)〈0|Jν(y)JA0 (z)Jµ(x)|0〉

− δ(z0 − x0)θ(z0 − y0)〈0|Jµ(x)JA0 (z)Jν(y)|0〉+ δ(z0 − x0)θ(x0 − y0)〈0|JA0 (z)Jµ(x)Jν(y)|0〉

− δ(z0 − x0)θ(y0 − x0)〈0|Jν(y)Jµ(x)JA0 (z)|0〉+ δ(z0 − x0)θ(y0 − z0)〈0|Jν(y)JA0 (z)Jµ(x)|0〉

こんなのです。このとき必要となる交換関係は

δ(z0 − y0)[Jν(y), JA0 (z)]



このようなベクトルカレントと軸性カレントによるものです。で、この交換関係は 0になります。これは単に交換
関係を展開していってやればいいだけです。γµや γ5がいますが、これらは成分表示にして交換関係の外に出して

しまえばいいです (ψ†a(x)γ5
acψc(x)みたいにすればいい)。後はフェルミオン場の同時刻反交換関係と、γ5は γµと

反交換するということを使えばいいです。

　というわけで

iqρLµνρ(p1, p2, q) =
∫
d4xd4yd4zeip1xeip2ye−iqz〈0|T (Jµ(x)Jν(y)∂ρJAρ (z))|0〉

これに軸性カレントの保存 (1)を使うと

iqρLµνρ(p1, p2, q) =
∫
d4xd4yd4zeip1xeip2ye−iqz〈0|T (Jµ(x)Jν(y)∂ρJAρ (z))|0〉

= 2im
∫
d4xd4yd4zeip1xeip2ye−iqz〈0|T (Jµ(x)Jν(y)JP (z))|0〉 (2)

となります。これも導出方法から分かるように、ワード・高橋恒等式の一種です。これは軸性カレントに対しての

ものなので、軸性ワード・高橋恒等式、もしくはカイラルワード・高橋恒等式と呼ばれたりもし、(1)に対応する
式です。

　また、軸性カレントに対してでなくベクトルカレントに対して微分を作用させるなら

pµ1Lµνρ(p1, p2, q) = pν2Lµνρ(p1, p2, q) = 0

となります。

　なんで、このようなカレントを使った計算をしてきたのかを説明します。ここで出てきた Lµνρにはカレントが

3つあるので、フェルミオンの伝播関数が 3ついる図に対応します。分かりやすくするために、カレントをフェル
ミオン場に変えて書けば

Lµνρ(x, y, z) = 〈0|T (ψ(x)γµψ(x)ψ(y)γνψ(y)ψ(z)γργ5ψ(z))|0〉

ψ(y)ψ(z)が伝播関数に対応するので、「経路積分～QEDの摂動展開～」の最後に説明したように並びをいじって
やれば、3つの伝播関数によって閉じるように構成されていることが分かります。このような図をトライアングル
図と呼んでいます。名前の通り

�5� �

このような三角形のループ部分がある図です。このトライアングル図を計算すると余計な項が現われて、(2)が満
たされないことが分かります。これは言い換えれば、古典的 (ツリーレベル)な軸性カレントの保存の式が満たされ



ていないということです。その保存の式に現われる余計な項がアノマリー (anomaly)と呼ばれるもので、軸性カレ
ントに対するアノマリーなので軸性アノマリー (axial anomaly)、もしくはカイラルアノマリー (chiral anomaly)
と呼ばれます。

　m = 0だとしてトライアングル図を計算した結果は

qρLµνρ(p1, p2, q) = 0 : 軸性ベクトル (3)

pµ1Lµνρ(p1, p2, q) = pν2Lµνρ(p1, p2, q) = 0 : ベクトル

となっていることが、古典的な話から予想されるものです。しかし、計算結果は (3)となっていません。結果は、
軸性カレントの方は 0にならなく (計算過程で Lµνρ の定義が変更されますが)

qρLµνρ(p, k, q) =
−g2

2π2
εµναβkαpβ (4)

pµ1Lµνρ(p1, p2, q) = pν2Lµνρ(p1, p2, q) = 0

となっています (εµναβ はレヴィ・チビタ記号)。結合定数は gとしています。これをカレントの保存の式に適用す

ると (m 6= 0の場合)

∂µJAµ = 2imJP − g2

16π2
εµναβFµνFαβ (5)

= 2imJP − g2

16π2
εµναβ(∂µAν∂αAβ − ∂µAν∂βAα − ∂νAµ∂αAβ + ∂νAµ∂βAα)

= 2imJP − g2

4π2
εµναβ∂µAν∂αAβ

のようになっています。このカイラルアノマリーのことを Adler-Bell-Jackiw(ABJ)アノマリーと呼んだりもしま
す。というわけで、カイラルアノマリーの存在によってm = 0でも軸性カレントは保存しなくなっています。
　カイラルアノマリーがこのように書ける理由を感覚的に説明します。カレントの式は基本的にガンマ行列をフェ

ルミオン場で挟むようにして作られます。つまり、カレントとカレントの頂点の間に

JAµ ⇔ γµγ5

JP ⇔ γ5

という対応があります。なので、アノマリー項もこの対応から予想できます。アノマリー項では (4)から、カレン
トの頂点として

1
2π2

εµναβkαpβ

みたいな形をしているのだと考えます。そうすると、カレントの形としては、ベクトル場 (カレントでは添え字が
全部潰れている必要があるため)と微分演算子 (フーリエ変換後に運動量になるため)によって構成されるはずで
す。なので、ゲージ場 Aµ によって



1
4π2

εµναβ∂µAν∂αAβ

というような形にすればいいことになります。この式はファインマン図で言えば、頂点の両側に運動量 k, pのゲー

ジ場の線がくっついているものです。

　まとめると、古典的な軸性カレントの保存の式を量子論的な場合で見てみると、古典的な軸性カレントの保存の

式に余計な項が現われるということです。そのため、ベクトルカレントのワード・高橋恒等式と同じように導出し

た軸性カレント版 (2)は成立していません。この軸性カレントの保存式を壊す余計な項がカイラルアノマリーで、
それはトライアングル図によって作られます。ちなみに、(2)が間違って導出された理由は、(2)の導出過程で部
分積分によって表面積分項を無視したことが関係しています。

　別の方法で軸性カレントの保存式がこのようになっていることを見ます。ここまでは演算子の形式で行ってきま

したが、今度は経路積分で行います。ここでも U(1)の可換ゲージ場 (電磁場)で行います。使う経路積分は

Z =
∫
DADψDψ exp

[
i

∫
d4xLT

]

LT = −1
4
FµνF

µν + iψγµDµψ −mψψ

Dµ = ∂µ − igAµ

結合定数は gとします。今考えるのはカイラル変換に対する保存則なので、ゲージ場はほぼ関与しません。

　カイラル変換 (λ(x)は微小量 )

ψ ⇒ eiγ5λ(x)ψ = (1 + iγ5λ(x))ψ

ψ = ψ†γ0 ⇒ ψ†e−iγ5λ(x)γ0 = ψeiγ5λ(x) = ψ(1 + iγ5λ(x))

をラグランジアンに使えば

iψγµDµψ −mψψ ⇒ iψeiγ5λ(x)γµDµe
iγ5λ(x)ψ −mψe2iγ5λ(x)ψ

= iψeiγ5λ(x)γµ∂µe
iγ5λ(x)ψ − igAµψψ −mψe2iγ5λ(x)ψ

= iψeiγ5λ(x)γµeiγ5λ(x)∂µψ + iψeiγ5λ(x)γµ(∂µeiγ5λ(x))ψ − igAµψψ −mψe2iγ5λ(x)ψ

= iψγµ∂µψ + iψeiγ5λ(x)γµ(∂µeiγ5λ(x))ψ − igAµψψ −mψe2iγ5λ(x)ψ

= iψγµDµψ + iψeiγ5λ(x)γµ(∂µeiγ5λ(x))ψ −mψe2iγ5λ(x)ψ

と変換されるので、ラグランジアン密度の変化分は λの一次までで



∫
d4xδLT =

∫
d4x
[
iψγµiγ5(∂µλ(x))ψ − 2iλ(x)mψγ5ψ

]

=
∫
d4x
[
∂µ(iψγµiγ5∂µλ(x)ψ) + λ(x)∂µ(ψγµγ5ψ)− 2iλ(x)mψγ5ψ

]

=
∫
d4xλ(x)

[
∂µ(ψγµγ5ψ)− 2imψγ5ψ

]

これを Z に乗せれば

Z =
∫
DADψDψ exp

[
i

∫
d4x(LT + δLT

]

=
∫
DADψDψ

(
1 + i

∫
d4xδLT

)
exp

[
i

∫
d4xLT

]

なので、Z がカイラル変換に対して不変であるためには、δLT = 0であればいいので

∂µ(ψγµγ5ψ)− 2imψγ5ψ = 0

よって

∂µJAµ = 2imJP

となり、(1)と同じ軸性カレントに対する保存の式になります。これは経路積分の中にいる式なので、真空期待値
で挟んで書くことも出来て (相互作用のいるラグランジアンなので真空を |Ω〉で書きますが、摂動展開すれば |0〉
になる)

〈Ω|∂µJAµ |Ω〉 = 〈Ω|2imJP |Ω〉 (6)

となっています。しかし、この式は間違っていることを最初の話でしてきました。それでは、今度は何がいけな

かったのかということになります。

　この軸性カレントの保存の式を出すために、一つの仮定をしています。それは経路積分の測度がカイラル変換

に対して変化しないというものです。この仮定が正しいのか調べます。カイラル変換はフェルミオン場に対しての

み行うので、ゲージ場 Aµ の測度は無視していきます。

　まずフェルミオン場を

ψ(x) =
∑
n

anφn(x) , ψ(x) =
∑
n

φ†n(x)bn

∫
d4xφ†m(x)φn(x) = δmn ,

∑
n

φn(x)φ†n(y) = δ4(x− y)

このように基底による完全性によって展開します。an, bn は展開係数で、フェルミオン場なのでグラスマン数で

す。φn(x)は見て分かるように直交関係を持っています。そして、φn(x)は通常の波動関数のように



φn(x) = 〈x|n〉 , φ†n(x) = 〈n|x〉

(
ψ(x) = 〈x|ψ〉 =

∑
n

〈x|n〉〈n|ψ〉 =
∑
n

anφn(x)
)

と定義します。これを使って、an, bnの測度になるように測度を書き換えます。グラスマン数の変数変換は「経路

積分～ディラック場～」で示したように

ηi =
∑

i,j

Mijαj

という変換に対して

dη1dη2 · · · = (detM)−1dα1dα2 · · ·

となるので

DψDψ =
[

det(〈i|x〉) det(〈x|j〉)]−1∏
n

dbndan

=
[

det(〈i|x〉〈x|j〉)]−1∏
n

dbndan

=
[

det〈i|j〉]−1∏
n

dbndan

= [det δij ]−1
∏
n

dbndan

=
∏
n

dbndan

行列式は xに対する積分を含むので三行目にいけます。よって測度は

DψDψ =
∏
n

dbndan

となります。

　カイラル変換を行った後のフェルミオン場 ψ′(x)も同じように展開できるので

ψ′(x) =
∑
n

a′nφ(x)

となって、線形変換の行列 cnm を使えば

ψ′(x) =
∑
n,m

cnmamφ(x)



と書けます。cnm は

ψ′(x) = 〈x|ψ′〉 =
∑
n

〈x|n〉〈n|ψ′〉 =
∑
n

〈x|n〉〈n|c|ψ〉

となっていることから

ψ′(x) =
∑
n

〈x|n〉〈n|c|ψ〉

=
∑
n,m

〈x|n〉〈n|c|m〉〈m|ψ〉

=
∑
n,m

cnmamφn(x) (cnm = 〈n|c|m〉 , am = 〈m|ψ〉)

cnm を積分の形で書けば

cnm = 〈n|c|m〉 =
∫
d4xd4y〈n|x〉〈x|c|y〉〈y|m〉

=
∫
d4xd4yφ†n(x)c(x, y)φm(y)

このとき、c(x)がカイラル変換の演算子だとすれば、λの一次までで

ψ′(x) = c(x)ψ(x) = (1 + iλ(x)γ5)ψ(x)

となっているので

cnm = δnm + i

∫
d4xφ†n(x)λ(x)γ5φm(x)

のようになります。

　この cnm によって測度の変換は

da′n = (det cnm)−1dan

db′n = (det cnm)−1dbn

元の ψの場合に戻せば

DψDψ = (det cnm)−2DψDψ



というわけで、計算すべきなのは det cnmです。これが 1でないなら、カイラル変換に対して経路積分の測度は不
変でないことになります。実際に det cnmは 1でなく余計な項を作ります。そのため、カイラル変換に対して測度
が不変だと仮定して求められた (6)は不正確です。
　行列式を

log detA = tr logA

を使って変形すると

det cnm = exp[tr log cnm]

= exp
[
tr log(δnm + i

∫
d4xφ†n(x)λ(x)γ5φm(x))

]

= exp
[
itr
∫
d4xφ†n(x)λ(x)γ5φm(x)

]

= exp
[
i
∑
n

∫
d4xφ†n(x)λ(x)γ5φn(x)

]

= exp[iC ′]

最初のトレースにはスピノール成分に対するものも含まれていますが、nの和だけで書いてしまっています。これ

の −2乗がカイラル変換後の Z に余分な項としてくっついてきます。つまり、ラグランジアンに

∫
d4xδLextra = −2C ′ = −2

∑
n

∫
d4xφ†n(x)λ(x)γ5φn(x)

となって現われます。

　ここで問題なのは、nの和が収束してくれない点です。そのため、ガウス型の正則化を考えて

C ′ =
∑
n

∫
d4xφ†n(x)λ(x)γ5φn(x) = lim

M2→∞

∑
n

∫
d4xφ†n(x)λ(x)γ5φn(x)e(αnM )2

とします。expにいる αnによって減衰させるようになっています。そして、計算の後にM2 →∞とすることで、
元の式に戻るようになっています。減衰させるなら、exp内はマイナスでなければいけないように思えますが、後
でユークリッド空間に接続するので (α2

n = p2 = −p2
E)、ここではプラスで問題ないです。最初からユークリッド

空間で行うならマイナスに取ります。この正則化によってゲージ不変性が壊れないようにするために、αnは共変

微分の演算子

iD/φn = iγµ(∂µ − igAµ)φn = αnφn

の固有値だとします。

　フーリエ変換して運動量表示に持っていくと



C ′ = lim
M2→∞

∑
n

∫
d4xλ(x)φ†n(x)γ5e

(
iD/
M )2

φn(x)

= lim
M2→∞

∑
n

∫
d4xλ(x)

∫
d4pd4q

(2π)8
φ†n(p)φn(q)e−ipxγ5e

(
iD/
M )2

eiqx

= lim
M2→∞

∫
d4xλ(x)

∫
d4pd4q

(2π)8
(2π)4δ4(p− q)tr[e−ipxγ5e

(
iD/
M )2

eiqx]

= lim
M2→∞

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
λ(x)tr[e−ipxγ5e

(
iD/
M )2

eipx]

運動量表示にしたので (平面波展開したのと同じ)、このトレースはスピノール成分に対するものです。exp[ipx]の
位置は演算子D/がかかっているので動かせません。(iD/)2 を展開すると

(iD/)2 = − γµγνDµDν

= − 1
2

(γµγν + γνγµ + γµγν − γνγµ)DµDν

= − 1
2
{γµ, γν}DµDν − 1

2
(γµγν − γνγµ)DµDν

= − gµνDµDν − 1
4

(γµγνDµDν − γνγµDµDν + γµγνDµDν − γνγµDµDν)

= − gµνDµDν − 1
4

(γµγνDµDν − γνγµDµDν + γνγµDνDµ − γµγνDνDµ)

= − gµνDµDν − 1
4

(γµγν − γνγµ)(DµDν −DνDµ)

= − gµνDµDν − 1
4

[γµ, γν ][Dµ, Dν ]

= −DµD
µ +

ig

4
[γµ, γν ]Fµν (Fµν = ∂µAν − ∂νAµ)

= −D2 +
ig

2
γµγνFµν

= −D2 +
g

2
σµνFµν (σµν =

i

2
[γµ, γν ])

Dµ の交換関係

[Dµ, Dν ] = ∂µ∂ν − ig∂µAν − igAν∂µ − igAµ∂ν − g2AµAν

− (∂ν∂µ − igAν∂µ − ig∂νAµ − igAµ∂ν − g2AµAν)

= − ig(∂µAν − ∂νAµ)

を使っています。D2 は



D2 = �− ig∂µAµ − igAµ∂µ − igAµ∂µ − g2A2

= �− ig∂µAµ − 2igAµ∂µ − g2A2

なので、exp[ipx]に作用させると

D2 exp[ipx] = (−p2 − ig∂µAµ + 2gAµpµ − g2A2) exp[ipx]

= (−(pµ − gAµ)2 − ig∂µAµ) exp[ipx]

これらを使うことで

C ′ = lim
M2→∞

∫
d4xλ(x)

∫
d4p

(2π)4
tr
[
e−ipxγ5 exp[

−D2 + g
2σ

µνFµν

M2
]eipx

]

= lim
M2→∞

∫
d4xλ(x)

∫
d4p

(2π)4
tr
[
γ5 exp

[−D2

M2
+
g

2
σµνFµν
M2

]]

= lim
M2→∞

∫
d4xλ(x)

∫
d4p

(2π)4
tr
[
γ5 exp

[ (pµ − gAµ)2

M2
+
ig∂µAµ
M2

+
g

2
σµνFµν
M2

]]

= lim
M2→∞

M4

∫
d4xλ(x)

∫
d4p′

(2π)4
tr
[
γ5 exp

[
p′2 +

ig∂µAµ
M2

+
g

2
σµνFµν
M2

]]

= lim
M2→∞

M4

∫
d4xλ(x)

∫
d4p

(2π)4
ep

2
tr
[
γ5 exp

[ ig∂µAµ
M2

+
g

2
σµνFµν
M2

]]

途中で変数変換 pµ − gAµ = Mp′µ を行っています。

　残っているスピノール成分に対するトレースを計算します。トレース内の exp部分は、M2 →∞だとして展開
します。M4 が外にいるのでM−5 以上の項は十分無視できます。また、exp内の第一項はトレースを取れば消え
ます (trγ5 = 0)。なので、第二項部分のトレースを計算するために exp部分を展開すると

γ5 exp[
ig

2
γµγνFµν
M2

] = γ5(1 +
ig

2
γµγνFµν
M2

− 1
2
g2

4
1
M4

γµγνγαγβFµνFαβ − · · · )

これのトレースを取って生き残れるのは第三項だけで

tr[γ5γ
µγνγαγβ ] = −4iεµναβ

よって



C ′ = lim
M2→∞

M4

∫
d4xλ(x)

∫
d4p

(2π)4
ep

2
tr
[
γ5 exp[

g

2
σµνFµν
M2

]
]

= lim
M2→∞

M4

∫
d4xλ(x)

∫
d4p

(2π)4
ep

2[− 1
2
g2

4
−4iεµναβ

M4
FµνFαβ

]

=
ig2

2

∫
d4xλ(x)

∫
d4p

(2π)4
ep

2
εµναβFµνFαβ

pの積分は

∫
d4p

(2π)4
ep

2
=

i

16π4

∫
d4pEe

−p2
E =

i2π2

16π4

∫ ∞
0

dpE p3
Ee
−p2

E

=
1
2
i2π2

16π4

∫ ∞
0

dp2
E p2

Ee
−p2

E

=
i

16π2

よって

C ′ =
ig2

2
i

16π2

∫
d4xλ(x)εµναβFµνFαβ

= − g2

32π2

∫
d4xλ(x)εµναβFµνFαβ

よって det cnm は

det cnm = exp[iC ′] = exp
[
− ig2

32π2

∫
d4xλ(x)εµναβFµνFαβ

]

つまりカイラル変換前と後での測度は λ(x)の一次で

Dψ′Dψ′ = (det cnm)−2DψDψ

= exp
[ ig2

16π2

∫
d4xλ(x)εµναβFµνFαβ

]
DψDψ

= DψDψ
(

1 +
ig2

16π2

∫
d4xλ(x)εµναβFµνFαβ

)

これを経路積分に使うことで、カイラル変換後の形として



Z =
∫
DψDψ exp

[
i

∫
d4xLT

]

⇒
∫
Dψ′Dψ′ exp

[
i

∫
d4x(LT + δLT )

]

=
∫
DψDψ

(
1 +

ig2

16π2

∫
d4xλ(x)εµναβFµνFαβ

)(
1 + i

∫
d4xδLT

)
exp

[
i

∫
d4xLT

]

なので、λ(x)の一次まででの Z の変化分 δZ は

δZ = i

∫
d4xλ(x)

[ g2

16π2
εµναβFµνFαβ + ∂µ(ψγµγ5ψ)− 2imψγ5ψ

]

= i

∫
d4xλ(x)

[ g2

16π2
εµναβFµνFαβ + ∂µJAµ − 2imJP

]

よって

∂µJAµ = 2imJP − g2

16π2
εµναβFµνFαβ

これは (5)と同じ結果です。というわけで、経路積分におけるアノマリーは測度が変換によって変化することに
よって生じています。ワード・高橋恒等式がQEDで成立しているのは経路積分の測度がゲージ変換に対して不変
だと出来るためです。つまり、カレントの保存式が量子論的に成立するためには、経路積分の測度が変換に対して

不変でなければならないということです。

　カイラル変換後の経路積分 Z ′ の形は

Z ′ =
∫
DADψDψ exp

[
i

∫
d4x(LT + δLT + δLextra

]

LT = −1
4
FµνF

µν + iψγµDµψ −mψψ

δLT = λ(x)
(
∂µ(ψγµγ5ψ)− 2imψγ5ψ

)

δLextra =
g2

16π2
λ(x)εµναβFµνFαβ


